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内 容 简介 
本 书 内 容 共 分 七 章 : 首先 系统 论述 了 量子 统计 力学 的 概念 、 理 论 和 方法 ， 


接着 讨论 了 统计 力学 中 最 令 人 感 兴趣 的 相 变 及 临界 现象 问题 ， 以 及 将 场 论 方 


法 应 用 于 统计 力学 的 格林 函数 理论 ,最 后 介绍 了 当前 正在 发 展 的 低 维系 统统 
计 力 学 问题 . 
本 书 可 供 物理 相关 专业 的 高 年 级 本 科学 生 、 研 究 生 以 及 教师 使 用 . 
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用 量子 力学 的 观点 来 研究 多 体系 统 的 物理 性 质 , 论述 体系 的 宏观 特性 与 微观 
特性 之 间 的 联系 是 物理 学 各 领域 的 重要 课题 , 而 统计 力学 为 这 种 研究 提供 了 不 可 
ea 

更 说 明了 对 一 个 学 习 物 理学 的 人 来 说 ， 掌握 这 门 学 科 的 基本 理论 和 方法 是 极 
a 目的 而 编写 的 . 

本 书 是 根据 作者 多 年 来 在 中 国 科学 院 研究 生 院 为 物理 及 其 他 有 关 专 业 研究 
生 讲授 “量子 统计 力学 ”课程 的 讲义 和 讲稿 编写 而 成 ， 鉴 于 该 课程 是 研究 生 的 一 
门 基础 课 ， 考 虑 到 选修 此 课程 的 研究 生 在 大 学 期 间 已 学 习 了 经 典 统计 力学 及 部 分 


量子 统计 力学 的 基本 概念 ， 且 大 部 分 学 生 将 来 并 不 直接 从 事 统计 物理 理论 的 研究 


故 在 选材 和 论述 上 强调 了 以 下 几 个 方面 : 

(1) 本 书 着 重 介绍 将 统计 力学 应 用 于 物理 体系 的 各 种 行 之 有 效 的 理论 方法 ， 
实际 的 物理 体系 总 是 复杂 的 ， 各 种 有 关 的 及 无 关 的 、 重 要 的 及 次 要 的 因素 交织 在 
一 起 ， 因 而 本 书 在 论述 中 注意 强调 了 如 何 对 实际 物理 体系 排除 其 次 要 的 因素 ， 对 
问题 的 重要 方面 用 统计 力学 方法 进行 理论 上 的 分 析 研究 . 

(2) 在 内 容 的 选择 上 将 主要 介绍 近 几 十 年 来 统计 力学 的 新 成 就 ， 为 研究 生 学 
习 其 他 近代 物理 课程 及 尽快 进入 各 学 科 前 沿 提供 良好 的 基础 

(3) 现代 科学 发 展 的 重要 特点 之 一 是 各 学 科 之 间 的 交叉 ， 虽 然 本 课程 是 基础 
课 ， 但 对 研究 生来 说 ， 了 解 该 学 科 的 现状 及 正在 研究 、 发 展 的 一 些 领域 亦 将 是 十 
分 必要 的 ， 因 此 本 教材 也 注意 介绍 了 当前 统计 力学 中 引起 很 大 兴趣 并 可 能 有 广泛 
应 用 前 景 的 新 课题 . \ 

依据 课程 的 分 工 ， 本 书 只 讨论 平衡 态 的 统计 理论 

本 书 的 这 些 特点 希望 对 读者 有 所 帮助 .第 二 版 除 对 第 一 版 的 印刷 错误 作 了 改 
正 外 ， 对 部 分 内 容 也 作 了 必要 的 修改 和 补充 
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第 1 章 密度 矩阵 及 量子 系 综 理论 


经 典 统计 中 计算 力学 量 的 平均 值 是 通过 经 典 系 综 理论 来 进行 . 当 我 们 的 研究 对 
象 从 经 典 体系 转 为 其 子 体系 时 , 对 经 典 的 系 综 理论 也 必须 作 适 当 改造 , 这 就 是 用 量 
子 力学 的 算 符 及 波 函 数 语言 来 改写 系 综 理 论 . 在 量子 统计 力学 中 系 综 被 定义 为 : 具 
有 相同 性 质 且 在 同样 宏观 条 件 下 各 处 于 某 个 基 子 态 的 大 量 体 系 的 集合 . 

基 子 系 综 理 论 是 通过 密度 矩阵 来 引进 的 , 本 章 将 首先 介绍 有 关 密 度 矩 阵 的 定 
义 、 主 要 性 质 及 其 应 用 ; 然后 建立 平衡 态 的 系 综 理论 , 最 后 证 明 量子 系 综 理 论 在 高 
温 极 限 下 , 与 经 典 系 综 理论 有 相同 的 形式 , 这 就 是 其 子 体系 的 经 典 极限 . 


1.1 密度 矩阵 


考虑 一 个 由 N 个 体系 组 成 的 系 综 ， W > 1, 体系 的 状态 用 态 矢量 |K) 来 表示 
(KK = 1,2,…, 入 ), 引进 一 组 正 交 归 一 的 基 矢 |n), 将 态 矢 基 用 基 矢 作 展 开 , 有 


|K) = > (nlK)ln)， 
按照 最 子 力学 原理 , 系数 (n|K) 就 是 在 In) 表象 中 的 波 函 数 . 任意 力学 最 A 对 
第 KK 个 体系 的 平均 值 为 
i 4k = (K|AIK). (1.1.1) 


对 Ak 作 整 个 系 综 的 平均 , 用 (A) 来 表示 : 


a 
= DK) (mlAln) (alk), Ga 


其 中 (ml4ln) 是 算 符 和 在 见 表象 中 的 矩阵 元 . 
定义 矩阵 P 它 的 矩阵 元 为 


pn 三 育 DO(mIK)(KIn). ， (1.1.3) 
五 
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用 这 定义 可 将 (1.1.2) 式 写成 


= 2 Amnpnm = Tr(PA). (1.1.4) 


算 符 5 被 称 为 密度 算 符 , 亦 称 密度 矩阵 . 有 了 密度 矩阵 , 由 (1.1.4) 式 可 知 , 任何 力学 
基 对 系 综 的 平均 值 可 用 相应 的 算 符 与 密度 矩阵 乘积 的 迹 来 表示 . 

需 注意 的 是 这 里 的 平均 值 是 二 次 平均 的 结果 , 先 对 量子 力学 状态 求 平 均 (也 称 
期 望 值 ), 然后 是 对 系 综 的 平均 . 

密度 矩阵 是 通过 它 的 矩阵 元 来 定义 的 ， 窗 度 短 阵 的 具体 形式 与 所 寺 择 的 表象 有 
关 , 如 果 换 一 个 表象 其 形式 会 改变 , 如 同 最 子 力学 的 表象 变换 一 样 ， 如 果 将 密度 矩 
阵 写成 算 符 的 形式 , 与 表象 无 关 , 密度 算 符 为 


| 
= 


下 面 我 们 讨论 密度 矩阵 的 几 个 主要 性 质 . 
(1) 由 定义 直接 可 以 看 出 , 密度 矩阵 是 尼 米 矩阵 . 


二 
pmn = Or。 


(2) 密度 矩阵 的 迹 为 1. 
只 需 将 平均 值 公式 用 到 单位 算 符 上 就 可 ， 
即 : 
(D) = Tr(p) = TA) =1. 


(3) 由 密度 矩阵 的 厄 米 性 可 知 , 对 角 元 素 是 实数 , 且 满 足 条 件 : 


Donmn=1;, Og pnn <1. 
这 性 质 是 对 密度 矩阵 对 角 元 的 取 值 范围 作 了 一 定 的 限制 , 也 可 进一步 推广 到 非 
对 角 元 . 
选择 密度 矩阵 为 对 角 的 表象 , 即 


Pmmn = Pmgmn， 
由 于 


Tr(p?) = D2 < (= » 


11 密度 算 阵 : 3 


对 任何 么 正 变换 , 矩阵 的 迹 不 变 , 所 以 在 p 为 非 对 角 的 表象 中 有 
DD prmnpnm = Dlomnl? <1. 
这 结果 对 密度 抢 阵 的 每 一 个 元 素 , 包括 对 角 的 及 非 对 角 的 元 素 的 取 值 范围 给 了 
一 定 限制 . 


从 以 上 性 质 的 讨论 , 可 以 看 出 密度 矩阵 的 物理 意义 是 什么 . 
将 对 角 元 素 明 显 写 出 来 为 了 


por= 专 Dek = E> ln) 


由 量子 力学 可 知 , |(n|K)|? 是 表示 系 综 中 第 天 个 体系 处 在 状态 In) 的 概率 ; 平 
均 来 说 , 系 综 中 任何 一 个 体系 处 在 状态 In) 的 概率 为 郊 2 人 KE = pan. 


所 以 密度 矩阵 的 对 角 元 正 是 系 综 中 任何 一 个 体系 处 在 某 个 状态 的 概率 , 说 明 密 
度 算 阵 就 是 与 经 典 统计 中 概率 密度 很 相似 的 物理 量 , 

密度 矩阵 的 表象 变换 与 其 子 力学 的 表象 变换 完全 相同 ; 在 hm 表象 与 |p) 表象 
之 各 密度 矩阵 的 变换 关系 为 


ppa = (plm)pmn (nlg). (1.1.5) 


mn 


二 子 系 综 被 分 为 纯粹 系 综 及 混合 系 综 两 种 . 系 综 中 每 个 体系 均 处 在 相同 的 量子 
态 , 这 样 的 系 综 被 称 为 纯粹 系 综 , 否则 就 是 混合 系 综 . 纯粹 系 综 满足 条 件 : 


P=p. (1.1.6) 


在 密度 矩阵 为 对 角 化 的 表象 中 , 纯粹 系 综 对 应 的 密度 矩阵 仅 存在 一 个 非 零 对 角 
元 , 其 值 为 1, 其 他 矩阵 元 均 为 零 , 故 满足 上 述 条 件 . 在 非 对 角 表 象 中 , 纯粹 系 综 对 应 
于 : 


1 N 
pmn = 2 (mlK)(KIn) = (mlK)(KIn), 
Nea 


= Domom = = 7 mlK)(KID(IIK)(KIn) 
Gn )(KIn) = pmn. 


亦 满足 条 件 (1.1.6), 因此 , 这 一 条 件 在 任何 表象 中 均 成 立 . 
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下 面 讨论 密度 矩阵 的 运动 方程 . 令 描 写 系 综 的 哈密 顿 量 为 廊 , 由 密度 算 符 的 定 


多: 


hp 一 ii( 广 bo (四 ) 


Ee 
K XK: 


= [A,A]. 


这 就 是 量子 刘 维 方程 . 由 这 方程 可 得 力学 其 平均 值 随时 间 变 化 的 公式 : 


dO op oA 
Te = (ng ia 号 


= ™ {Ln aA + wma} 
we fi 十 的 向 }) 
-多 )+ (4, 和]). 


中 


最 后 我 们 以 一 个 简单 例子 来 看 一 下 密度 矩阵 的 具体 形式 . 


考虑 沿 = 方向 的 入 射 交 ,首先 定义 
= 方向 极 化 坊 的 波 画 数 为 【人 


y 方向 极 化 态 的 波 函数 为 (2 
入 射 光 的 任意 极 化 态 将 由 上 述 两 波 函数 的 线性 组 合 决定 : 


四 -+ 


al? + lb =1. 


ao” ab 
Zoo 及 


其 中 ， 


因而 对 纯粹 系 综 的 密度 矩阵 为 


考察 四 种 不 同 的 状态 : 


(1.1.7) 


(1.1.8) 


1.2 其 子 系 综 理论 5. 


Z 方向 极 化 态 的 密度 矩阵 : a = 1,b= 0; 


_/10 
m=( 名 
2 方向 极 化 态 的 密度 和 矩阵, a = 0,5 = 1; 
_/00 
全 G 小 


45° 方向 极 化 态 的 密度 矩阵 ,= ,5 二 -1 


[TI 
Tv 


。 和 矩阵, a = -了 工 ,= 
135° 方向 极 化 态 的 密度 矩阵 : a = yi 


1 1 
> 
A 
9 


对 混合 态 的 密度 矩阵 可 表示 成 : 
50% z 方向 与 50%y 方向 偏振 的 混合 态 为 


1 
Pe gl | 
Ps= 3n1+3p2= 5 
2 


50% 45? 方向 与 50% 135° 方向 偏振 的 混合 态 为 


二 
ee a 0 
Pe= a73 2p4 一 1 8 
2 


显然 , ps 与 pe 完全 相同 , 说 明 这 两 种 状态 有 相同 的 物理 现象 . 


1.2 量子 系 综 理 论 


从 11 节 的 讨论 可 知 , 如 果 已 经 知道 体系 的 密度 矩阵 , 就 可 以 计算 力学 量 的 平 
均值 . 现在 就 是 要 找 出 5 的 具体 形式 . 
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对 一 个 处 在 平衡 态 的 体系 , 有 92 = 0, 即 ,他 = 0, 因而 5 可 以 看 成 是 应 的 
函数 ,p = p( 启 )， 

当 体系 的 入 不 显 含 几 选择 组 基 矢 nj, 是 声 的 本 征 态 , 则 让 入 可 以 同时 
为 对 角 的 . 


pmn = pnémn. 


从 密度 矩阵 的 物理 意义 可 知 , pn 是 表示 系 综 中 任何 一 个 体系 处 在 本 征 态 ln) 的 
概率 , 显然 pn 将 依赖 于 相应 的 本 征 值 瑟 ,. 

但 仅 有 上 述 分 析 并 不 能 给 出 5 的 具体 形式 , 还 需要 作 进一步 的 假设 , 并 与 经 典 
统计 相 类 似 , 在 各 种 不 同 宏观 条 件 下 , 构造 不 同系 综 , 以 找 出 5 的 具体 形式 . 
1. 微 正则 系 综 

微 正 则 系 综 的 构造 是 基于 这 样 的 宏观 条 件 , 即 组 成 系 综 的 体系 有 固定 的 粒子 
数 N, 固定 的 体积 V, 能 最 处 于 已 和 妃 +AE(A 妨 志 古 ) 之 间 . 一 个 体系 可 能 具有 
的 微观 态 总 数 用 了 来 表示 , 假设 经 典 统计 的 等 概率 假设 在 基 子 统计 中 依然 成 立 , 即 
平衡 时 体系 处 在 任何 一 个 可 能 状态 的 概率 相同 . 在 能 量 表象 密度 矩阵 为 


© prmn = pnémn, 


其 中 ， 


)， EgEkr<E+AbE; 
Er <E 和 Ek>E+ABE. 


1 
pe { TN, V, Ex (1.2.1) 
0, 


正如 我 们 已 经 知道 的 , 系统 的 热力 学 性 质 完全 由 其 炉 的 表达 式 所 确定 , 对 微 正 
则 系 综 : 
5 = in (1.2.2) 
其 中 此 为 玻 尔 兹 曼 常 其 , 对 纯粹 系 综 =1, 所 以 有 3 = 0. 
2. 正则 系 综 
” 当 体系 与 大 热源 接触 并 达到 平衡 , 这 时 宏观 条 件 是 N,V,T 不 变 , 而 能 量 巨 则 
是 可 变 的 . 系 纤 中 任 一 体系 具有 能 基 为 ,的 概率 由 玻 尔 兹 曼 因 子 exp(--PEn) 决 


定 , 这 里 6 = 吉 :. 因此 能 基 表 象 中 密度 矩阵 为 


Pmn = pnédmn; 


1.2 ”其 子 系 综 理论 2 


其 中 ， 
pn = Ce-BEn (1.2.3) 
常数 C 由 归 一 化 条 件 决定 : 
1 A Ep 
DC Fae » (1.2.4) 
2 被 称 为 配 分 函数 , 有 
pn= Be 一 ery emn. (1.2.5) 
相应 的 密度 算 符 就 是 
1 
hi= DIK)K 
2 六 之 (KI| 
= D(A) (KLE)(E,| 
mm kK 
= Dpn|En)(Enl 
= 号 开 ee BA) 人 Bl 
= Po 5 E(B,| 
= Pd = 6-Y-A 请 . (1.2.6) 
由 配 分 函数 定义 : 
2= Dohs = Tr(e-h8) 
所 以 ， 
ot 1.2.7) 
任意 力学 其 /在 正则 系 综 中 的 平均 值 为 
A mah (pe- 有 ) 
(月 = Tpf) = Te (1.2.8) 
以 上 的 讨论 都 是 用 能 量 表象 , 除 此 以 外 , 常用 的 还 有 坐标 表象 , 下 面 给 出 正则 系 
综 密 度 矩 阵 在 坐标 表象 的 表示 式 


六 个 全 同体 系 在 坐标 表象 中 的 基 矢 可 写成 


|rarz， 7TN)》 三 |ry)》 
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密度 矩阵 的 矩阵 元 为 
pryrw = rwlplry) 
= De he (rN|En)(Enln™) 


令 
(rN |En) = pn(r™). 
显然 , pn(rw) 是 能 量 本 征 态 在 坐标 表象 中 的 表示 式 , 可 得 


(rll) = De egal) pil) (129) 


3. 巨 正则 系 综 

统计 力学 中 经 常用 到 的 另 一 个 系 综 是 巨 正则 系 综 , 体系 与 大 热源 、 大 粒子 源 接 
触 并 达到 平衡 , 宏观 条 件 为 T,V 及 化 学 势 不 变 . 

与 正则 系 综 类 似 , 在 能 重 表象 中 密度 矩阵 为 


下 


其 中 a = 一 k/kT, Enn 表示 粒子 数 为 N 的 能 基本 征 值 . 
由 归 一 化 条 件 可 得 


=D De oN=s (1.2.10) 
Nn » 
号 称 为 巨 配 分 函数 , 所 以 
pw = Bo ENN Gmn 
”相应 的 密度 算 符 写成 
p=0-6-BA-aN 一 工 o-pp-ag 


= 三 erA( 4 )， (1.2.11) 


其 中 a= 一 Bk. 力学 量 了 在 巨 正则 系 综 的 平均 值 为 


TY(fe-eC8-eN)) 


TA (1.2.12) 


(= 
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1.3 ”密度 和 矩阵 的 计算 及 布 洛 赫 方程 


根据 用 密度 抢 阵 计算 力学 量 平均 值 的 公式 (1.1.4), 对 一 个 给 定 的 物理 体系 , 如 
果 我 们 可 以 找 出 其 密度 矩阵 , 就 可 以 计算 出 一 系列 力学 量 的 平均 值 , 本 节 用 几 个 简 
单 例子 说 明 由 密度 矩阵 定义 及 由 布 洛 赫 方 程 出 发 ， 计算 密度 卸 阵 的 方法 . 

1. 碰 场 中 的 电子 
、 设 一 电子 处 在 外 磁场 电 中 , 电子 自 施 为 了 16, 5 为 泡 利 自 旋 算 符 , 电子 的 自 施 
磁 类 为 jo = 由 .如 果 磁场 互 沿 > 方向 , 电子 自 旋 可 取 平 行 或 反 平 行 于 磁场 方向 ， 
与 自 旋 有 关 的 哈密 顿 量 为 

应 = -1/B(6 . 瑟 ) = -upB6,. (1.3.1) 


选择 5* 为 对 角 的 表象 , 有 


网 二 
a OR OPT No = 


按 定 义 正则 系 综 密度 矩阵 为 


e-Ba 
Tr(e-8#) 
六 eBtaB 0 
一 BB oPrss ( 0 se]: (1.3.2) 


用 (p) 我 们 很 容易 求 出 (56): 


(6z) = Tr(p6:) 
eupB _ e-BnaB 


= Hn ms = tanh(BusB). (1.3.3) 
2. 自由 粒子 
一 个 质量 为 m 的 自由 粒子 , 处 在 边 长 为 工 的 正方 形 盒 中 , 体系 的 哈密 顿 量 为 
户 = -下 wa 
2m 
= ii2 BA BA 02 
-2m (站 tort 识 ) 


系统 的 醉 定 证 方程 为 
. fp(z,y,2) = Ep(z,y;2). 
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选择 周期 性 边界 条 件 : 
Plz+L,y,z)= pry + L,z)= (zy,z+L) 

= p(2,Y, 2), 
很 容易 求 得 六 的 本 征 函 数 为 

poB(r) = Te", (1.3.4) 
相应 的 本 征 值 为 

hi2k2 

B= k= lk (1.3.5) 

其 中 波 矢量 为 
k= (kz, ky, ks) = Eno, n,ns). (1.3.6) 


量子 数 nny 及 ns 可 取 0 及 正 负 整数 , 
在 坐标 表象 , 正则 系 综 的 密度 矩阵 由 (1.2.9) 式 可 写成 


frlere8lr) = (| 可 ee 人 (Blr) 
E 


= De epB(r)ps(r’), (1.3.7) 


将 (1.3.4) 式 及 (1.3.5) 式 代 入 (1.3.7) 式 , 并 用 (1.3.6) 式 , 有 


(rle-BA|r’) = 记 Zeo|- Ea 十 加, 人 一 串 | (1.3.8) 
当 体积 V 很 大 , 能 级 近似 为 连续 的 , 将 求 和 换 成 积分 : 
es 
(1.3.8) 式 可 写成 


人 (rle-e8lr 


/co[- 和 tik 


Zn 


国 (zm) em[- 5 - |， | (1.3.9) 


~ 
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(1.3.9) 式 推 导 的 最 后 一 步 利 用 了 积分 公式 
让 op|- $e + ioy] es 
jad a iy\ 妨 _ /2 yz 
1 六 <- 和- 区 ) -好 =- /2 ye 
由 (1.3.9) 式 可 导出 
Tr(e-AA) = / (rle-eA Ir) dsr 


3 
= v(a%) 5 (1.3.10) 


(1.3.10) 式 就 是 自由 粒子 的 配 分 函数 , 由 (1.3.9) 式 及 (1.3.10) 式 得 坐标 表象 中 密度 
矩阵 的 表示 式 为 


二 人 _ Crle-e8lr 
pt) = llr) = 全 5 抽 
e xp = 2 了 "| (1.3.11) 


(1.3.11) 式 说 明 密度 矩阵 的 对 角 元 素 plr,r) = V1 与 "无 关 , 也 就 是 当 盒 中 只 有 一 
个 粒子 时 , 它 处 在 空间 任何 位 置 的 概率 者 相同 ; 非 对 角 元 ctr,r') 表示 了 粒子 在 状态 
"与 7 之 间 的 自发 路 迁 概率 , 也 就 是 离开 波 包 中 心 距离 为 |r - "| 时 波 包 相 对 强度 
的 一 种 量度 . 波 包 的 空间 扩展 范围 具有 /(mk7T)# 的 世 级 . 这 是 一 种 纯粹 的 量子 力 
学 效应 , 高 温 下 , 即 6 一 0 时 ,(1.3.11) 式 趋 于 5 函数 , 也 就 是 回 到 经 典 状 态 . 

用 所 得 到 的 密度 矩阵 计算 哈密 顿 量 的 平均 值 : 


(f) = Tr(pA) 
= / frasw (rol) (rn) 


Ee ff dardar'exp| — -rr)2|v25(r 一 mr/) 
2mV 36 友 " 2 


利用 积分 公式 


/ /der 了 6 ft 


= (1)" fl 
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可 得 
全 = 到 广 darderi 一 mV | 
= 3 
这 正 是 我 们 所 预期 的 结果 ， 
3. 布 洛 赫 广 各 
密度 算 阵 可 以 表示 成 


B=-BA/Tr(e-AA), 


可 以 将 看 成 是 8 的 函数 P= P(B), 导出 所 满足 的 微分 方程 , 在 一 定 的 初始 条 件 
下 , 求解 这 一 方程 亦 可 用 来 计算 物理 体系 的 密度 矩阵 . 
没有 归 一 化 的 密度 矩阵 


六 = er-p 生 


在 能 二 表象 为 
: Pnm = Snme -En (1.3.12) 


将 (1.3.12) 式 对 8 求 导数 : 


_ Opnm 


= 6nm Ene-PE" = Enpnm. 


把 上 式 写 成 算 符 的 形式 : 


- 另 = 有 7. (1.3.13) 


(1.3.13) 式 就 是 6 作为 8 的 函数 所 满足 的 微分 方程 , 被 称 为 布 洛 赫 方 程 相应 的 初 
始 条 件 为 


p(0) = 1. 

在 坐标 表象 中 , 布 洛 赫 方 程 及 初始 条 件 成 为 ， 
2 = Hp(z, 7; BP); (1.3.14a) 
plz,2';0) = 6(z ~ 7)). (1.3.14b) 


以 线性 谐振 子 为 例 , 通过 求解 布 洛 赫 方程 来 计算 系统 的 密度 矩阵 . 


1.3 密度 矩阵 的 计算 及 布 洛 赫 方 各 1: 


线性 谐振 子 的 哈密 顿 量 是 
及 = 下 十 Bm? 2z2 (1.3.15) 
系统 的 布 洛 赫 方 程 为 
Op h2 02 1 
-到 (1.3.16) 
作 变 数 变换 , 令 | 
= /只 = f= ep. (1.3.17) 
方程 (1.3.16) 成 为 
-= + é&2p. (1.3.18a) 
由 (1.3.14b) 式 , 相应 的 初始 条 件 : 
f=0: p=6(2 -0) = /Pe -6), (1.3.18b) 


了 一 0 相当 于 人 了 一 00 的 高 温 极限 , 可 以 预期 谐振 子 的 动能 很 大 , p 将 具有 高 斯 分 布 


的 形式 : 
“p66 A 人 1319) 


(p 的 这 一 形式 可 以 通过 与 一 维 自由 粒子 的 类 比 得 出 )， 由 上 式 的 启发 , 可 以 选择 方 
程 (1.3.18a) 的 解 为 


p=exp{—[a(f)é? + b(f)é + c(f)]}. (1.3.20) 
将 (1.3.20) 式 代 入 (1.3.18a) 式 得 
革 So (1.3.218) 
号 = -ob b (1.3.21b) 
第 =24—b. (1.3.21c) 


由 (1.3.21a) 式 得 、 ， 
a= $coth2(f ~ fo), 


刀 为 积分 常数 , 由 (1.3.19) 式 要 求 有 = 0, 于 是 


1 
a= 2°oth27. 
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同样 可 得 
4 


ES sinh2f’ 
3 c= din(sinn2 廊 二 全 coth2 f -InB， 
其 中 4, B 均 为 积分 常数 , 将 ,b,c 代入 (1.3.20) 式 有 


2 2 
exp | - 人 coth2j 十 卫生 十 coth27)] (1.3.22a) 


B 
/VDF 
让 f 一 0, (1.3.22) 式 成 为 


es [本 殉 :2] 
“可 4 直 


(1.3.22b) 
比较 (1.3.22b) 式 与 (1.3.19) 式 , 有 

A=-6; B= Vmo/2nh (1.3.23) 
将 (1.3.23) 式 代 入 (1.3.22a) 式 得 密度 矩阵 为 


天 mw 
pz 有 = V Brisinhaf 


ad 2 1 hw 了 / 
尖 ef 3 |e 十 2 )eoshi 志 277 | } (1.3.24a) 


或 写成 
p(x, 2';6) = ar) l 
灾 wp {sri + Jeosh 让 到 2 }. (1.3.24b) 
当 z=z 时 给 出 、 
plz, 7; 6) = a RTj ( 二 etanhz 休 ) 4 (1.3.25) 
并 由 此 可 求 出 


Te = f pa ds 
@~—hw/2kT 


1 
Zainh(hw/2RT) ~ 1 — emo (1.3.26) 
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这 正 是 线性 谐振 子 的 配 分 函数 . 由 (1.3.25) 式 可 知 , (z) = 0, 因而 进一步 计算 (z?) : 


J zzp(z,z'ip)dz 无 “fw 
Toe Baz = Zr tha (1.3.27) 


(人 z2) = 
由 (1.3.27) 式 可 求 出 势能 、 动能 及 入 的 平均 值 : 


侠 均 势能 ) = mu2tz2) = 党 coth 吉 和 


(让 ) = ez- = coth dh; 
和 这 . 扩 hw fiw 
(平均 动能 ) = (2m G7) 一 本 coth5kTr， 
我 们 来 分 析 两 种 极限 情况 : 


, 高温 极限 :Bhiw << 1 


(lp ep ( - rs 中 ]- en 人 3), 


这 是 没有 基 子 效应 的 单纯 热 分 布 , 正 是 经 典 统计 的 结果 , 亦 说 明 高 温 极限 即 为 经 典 
极限 . 
低温 极限 :Bjiw > 1 


ep 四 =V ep( 至 四 )， 
这 是 没有 热效应 的 单纯 靶子 力 学 分 布 ,注意 到 谐振 子 的 基态 波 函数 : 
ooP = ep(- 宫 中 


所 以 , 在 低温 极限 下 , 得 到 的 正 是 谐振 子 基态 的 分 布 ， 低 温 极 限 也 就 是 纯 量 子 力学 
极限 . 


1.4 密度 矩阵 的 微 扰 展开 


1.3 节 (1.3.13) 式 给 出 了 密度 矩阵 满足 的 布 洛 赫 方 程 , 这 一 方程 只 有 在 少数 几 
种 简单 情况 下 才 可 能 严格 求解 , 对 多 数 问 题 就 需要 采用 近似 方法 , 与 量子 力学 一 样 ， 
微 扰 论 就 是 其 中 的 一 种 . 本 节 将 讨论 密度 矩阵 的 微 扰 展 开 . 
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1. 微 扰 展开 
当 体 系 的 哈密 顿 量 可 以 写成 这 样 的 形式 : 


B=t+hh 


其 中 所 是 可 以 严格 求解 的 部 分 , 而 记 与 总 相 比 , 是 一 个 小 量 , 可 以 看 成 是 微 扰 ， 
这 时 与 所 相对 应 的 密度 矩阵 po 满足 的 方程 为 


= —Aopo. (1.4.1) 


fo 的 解 可 以 写成 po = e-8 训 ,由 于 广 应 该 很 接近 Po， 也 就 是 很 接近 er-pio, 故 可 以 
预期 eiBp 随 6 的 变化 将 是 很 慢 的 , 对 8 求 导数 : 


etiopj 六 op5 Vb p06 
忘 en 
8° Pb) = Poe pp+e 5 
= efiop Pop — eo Hp = 一 epop 育 7 方 (1.4.2) 


当 B=0 时 ,有 
epop6 = 1, 


将 (1.4.2) 式 从 0 到 积分 , 可 得 
_ 2 
eao0p0)-1= 一 人 ooe 记 000)dph， 
所 以 有 
B A 
B(6) = Po(8) — 人/ Po(B — P) p(B')ap', (1.4.3) 


由 于 应 ; 是 小 量 , 故 (1.4.3) 式 的 最 后 一 项 是 小 基 , 可 将 这 一 项 看 成 方程 2(8) ~ po(B) 
的 一 级 修正 项 . 对 方程 (1.4.3) 作 进 一 步 的 夫 代 , 可 求 得 二 级 项 : | 


A A 
28) = po(B) — [Pol8 ~ PN) llpo(0) 
0 
0 
这 ; Po(P' ~ P") br x PP")dp"]ap 
B 
司 - /gm Pro(e) 


+ pf dg' 矿 dp"[po(B — Bf) 启 Po(B' -0) 记 Po(B0 (1.4.4) 
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继续 迭代 , 可 以 得 到 任意 级 修正 的 表达 式 , 这 就 是 密度 矩阵 的 微 扰 展 开 式 . 也 可 以 
将 这 一 展开 表示 成 坐标 表象 的 形式 : 


p(z,2';8) = (zlp(B)|z') ; 
B oo 
~ plo,o5B)- {lit -Pf eee ) 
x po(B')|z")dp’, . (1.4.5) 


其 中 ， RL 
/ le) (alder = 1. 


令 席 = 六 则 
《| 部 po(B)lz') = V2")po(z", 2'; 0) 
方程 (1.4.5) 可 以 写成 
p(x, 7; 8) =polz, 2'; 6) 
oo B 
-fee / dprlpo(w, 2"; 8 — BV (w")pol2, 0; B)] + (1.4.6) 
2. 不 等 式 F< Fo + ( 肥 一 0)o 
用 密度 矩阵 的 微 扰 展开 来 证 明 自由 能 满足 不 等 式 : 
F< Ft+(H- Ho)o, (1.4.7) 
其 中 王 是 与 应 对 应 的 自由 能 , Fo 是 与 所 对 应 的 自由 能 ; 而 
| 


位 - 印 )o= TY(e=2 矶 ) 
当 让 = 二 时 , (1.4.7) 式 等 号 成 立 . 
设立 = 廊 一 后 ,自由 能 由 下 式 决定 : 
e-pP ~ Tr(e-B ot+V)). (1.4.8) 
由 密度 矩阵 的 微 扰 展 开 式 : 
p= eB(otD) ，- 


fe 1 
=e-pho _ / e-(8-W ope-ufodu 
0 


Bb 和 网 
+/ 三 duidu2e—(6—u) Poe-(w-u) euHo (1.4.9) 
0 0 
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取 (1.4.9) 式 的 迹 


er-pF ~ Tr(er-pCo+Y)) 
B i 
一 e-pPFo -/ Trle- OH oye-uio] du 
0 ， 


十 和 A duiduaTrle™ 8- ye-( -2) foyero] — 
0 Jo 


(1.4.10) 
用 矩阵 迹 的 循环 性 质 , 得 
B 站 
-BF eo-BFo -pp 
e e / duTr(e 1 
B pu ’ 本 
十 人 duiduaTr[e™P foe -ua) oe ue) op] (1.4.11) 
0 0 
为 了 简化 上 述 的 二 级 项 , 令 
W=U—U; T= 
(1.4.11) 式 中 二 级 项 的 积分 可 写成 
/ f We er tei Vlardo, (1.4.12) 
A 


其 中 4 是 积分 区 域 , 即 图 1.4.1 中 用 阴影 线 表示 的 部 分 . 再 令 


w=6-w xz=6-z. 
了 
t 


有 


图 1.4.1 (1.4.12) 式 的 积分 区 域 
(1.4.12) 式 成 为 


/ Trle Pe Boye-e foy]dy dw’. (1.4.13) 
A 
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Tm 


在 方程 (1.4.13) 中 再 令 


WoW 一 7 


将 (1.4.12) 式 与 (1.4.13) 式 合并 , 代入 方程 (1.4.11), 得 


e-pP =e-pm _ BTrle-e 甸 六 


. i 
+ §/ dwTrle Pe Vee] + ..., 
0 


让 jm) 和 ln) 表示 高 的 本 征 态 , Bm 和 及 是 相应 的 本 征 值 , 则 


Tr(e HV) = Dnle-o VIn) = Ye- En Von. 


n 
Trler-efoewp 六 Ye- 们 
= (lerepoor 各 VO lm) (mle-*io 六 In) 


m 


= 和 remove Bn) Vom Vnn. 


(1.4.14) 式 可 以 写成 


e-pP ~ er-pm > Be-PEn Vn 


和 Tgp 人 ee 
如 果 m=n, 则 
em ef _ pp,e (En Em)—l1 = fe- 
En, — Em En, — Em 
将 自由 能 FF 写成 微 扰 展开 的 形式 : 


下 = 刷 十 再 十 肪 十 


其 中 五 是 微 扰 的 一 级 项 , F2 是 二 级 项 . 将 e-F 中 的 已 作 展开 : 


-BF ~ -Proe-B(F+ Fat) 


一 erpm[1 — BF a 
全 ee 


-ebm [ -B+ (Ss = + -| 


3 (Ri+B+.. ?2+ 


(1.4.14) 


(1.4.15) 


(1.4.16) 


(1.4.17) 


(1.4.18) 
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比较 (1.4.15) 式 与 (1.4.18) 式 可 得 


, —e BmpR = 2 Be Vom 


Re BE 


-BFo (Em 部 sn) _6 5 wm 
上 述 两 方程 的 解 为 a 
_ TVe fm) _,y 
R= Tm) = (Vo (1.4.19) 
DY Ben . 
B 1 pm ~ eH Em 一 epBn 
"Fr | 2 lV 
DIVanl?e —BEn 
-8 Fe (1.4.20) 
由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 : 
2 
[Dot < [See] [Dr], 
很 容易 证 明 对 任意 一 组 正 实数 ww, 有 ， 
> wnan]a Zoo 
Gl” 
将 这 不 等 式 用 于 (1.4.20) 式 : 
< Bm > loop < 0. (1.4.21) 
ws 
令 
入 和 )= 训 ++ 入. (1.4.22) 
让 与 廊 (\) 所 对 应 的 自由 能 为 FOA), 则 FF(0) = Fo; F(1) = 五 由 下 的 微 扰 展 开 式 可 
得 


F(A)= Fo+AR + XE + O(N). (1.4.23) 
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加 BF 
F'(0) = 0 i (1.4.24) 
如 果 我 们 可 以 证 明 : 
FA)= EA 和 0 (1.4.25) 


对 所 有 的 入 则 F(A) 是 的 一 个 下 四 函数 (图 1.4.2),P(A) 曲线 必然 落 在 直线 F(O)+ 
和 AF'(0) = 丽 + AR 的 下 面 , 于 是 有 


Fghoth= Ft+(V)o, 


亦 就 是 
Fg Ft+(fH— Hf)o. (1.4.26) “ 


这 就 是 我 们 要 证 明 的 自由 能 不 等 式 . 


0) 二 AR ji 


图 1.4.2 下 四 应 数 


现在 我 们 来 证 明 (1.4.25) 式 . 
对 自由 能 F(A) 再 作 一 次 微 扰 分 析 (对 所 有 入 ): 


FAT+Y = WN)+Y: RN +Y EN + ON) (1.4.27) 


其 中 (A) = FO), 而 YL( 和 ) 和 722( 和 ) 可 以 作 与 推导 (1.4.19) 式 、(1.4.20) 式 
及 (1.4.21) 式 过 程 完全 同样 的 处 理 , 只 需 将 所 换 成 疡 (和 )、 将 入 换 成 产 (A 二 7) = 
户 (A) 十 YV, 与 (1.4.21) 式 相 类 似 , 得 - 


及) <0， (1.4.28) 


因此 
F(A) = PC +7)|y=0 = 2F2(A\) < 0. (1.4.29) 
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也 就 是 证 明了 (1.4.25) 式 成 立 . 
将 自由 能 不 等 式 应 用 于 丽 , 有 


FogF+(-V), (1.4.30) 
其 中 ， ES 
(- 从 = le 
(人 


组 合 (1.4.26) 式 与 (1.4.30) 式 有 


Fot+(V)g Fg Fo+(V)o. 


将 及 和 羽 的 表示 式 (1.4.19) 式 、(1.4.20) 式 代入 (1.4.17) 式 , 得 到 精确 到 二 级 
项 的 自由 能 展开 式 : 


A B A 居 
FFo+(V)ot By 一 i(/ ee paw) ebro, 
0 0 


其 中 ， 


A 二 -BEm _ 6-PEn 
me ST 2. 
以 | 


3. 非 简 谐 振子 
考虑 一 个 非 简 谐振 子 , 势能 函数 (图 1.4.3) 为 


V(z) = Dwr? 十 az8 (1.4.31) 


只 限于 讨论 z = 0 附近 的 运动 , 因而 不 会 出 现 Y(z) < 0 的 情况 . 


VD 


图 1.4.3 非 简 谐振 子 
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由 于 振子 的 非 简 谐 性 , 当 温 度 升 高 时 , 振子 的 平均 位 置 将 会 离开 原点 , 而 有 一 个 
位 移 ( 见 图 1.4.4). 现在 用 前 面 讨论 过 的 自由 能 极 小 原理 来 研究 非 简 谐振 子 的 自由 
能 . 自由 能 极 小 原理 为 


F< m+(H- Ho)o, (1.4.7) 
TV 


图 1.4.4 振子 的 平均 位 置 


其 中 女 是 非 简 谐 振子 的 哈密 顿 量 , 尺 是 非 简 谐振 子 的 自由 能 ; Fo 是 与 加 对 应 的 
自由 能 , 选择 有 为 人 

高 = 二 + 一 (zz 一 oa)2， (1.4.32) 

这 是 一 个 振子 中 心 位 移 为 a 的 简 谐振 子 的 哈密 顿 其 , 由 谐振 子 的 配 分 函数 (1.3.26) 

式 可 得 本 为 


| Fo = kTInl2sinh(fiw /2kT)], (1.4.33) 
因而 内需 计 算 : | 
| (入 -各 )o= (只 > 十 az3 一 ee 一 oj (1.4.34) 
作 变数 变换 , 令 
y=2—a, 
(1.4.34) 式 成 为 


| 
(H -Ho)o= (maoy + a + oy + 3agy2a + 3agya2 十 ao) 可 (1.4.35) 
0 


由 (1.3.25) 式 可 知 , 谐振 子 的 密度 矩阵 具有 高 斯 型 函数 形式 , 故 


且 有 


记 
P20 = 一 -一 te 
(y)o 2mw Cothai7 
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将 上 述 结 果 代 入 (1.4.35) 式 : 
F< Ft+(B Ao)o 


=D+ a 十 aa3 十 3aa(y2)0. (1.4.36) 


由 于 不 考虑 V(z) < 0 的 情况 , 故 可 以 忽略 aas 项 . 为 了 得 到 自 由 能 的 最 佳 估计 值 ， 
必须 使 (1.4.36) 式 右边 为 极 小 . 将 (1.4.36) 式 对 a 求 导数 : 


即 
3a / 
到 -zo 
3alicoth (3 ) 
2 
= 一 (1.4.37) 
(1.4.36) 式 成 为 b 
Fg- To, (1.4.38) 


其 中 由 方程 (1.4.33) 给 出 . 
由 (1.4.37) 式 给 出 的 a 值 , 在 物理 上 正 是 表示 了 振子 所 受 的 平均 力 为 零 的 位 置 . 
其 原因 是 如 果 用 f 表示 振子 所 受 的 力 , 见 


av(z) 
a 


f= = mw 十 3az2 
一 mw2(y + a) + 3ay + 


(fj)o = mw?a + 3a(y?)o + 


由 《j)o 二 0 就 得 到 了 (1.4.37) 式 的 结果 . 


1.5 约 化 密度 矩阵 及 维 格 纳 函 数 


1. 约 化 密度 矩阵 
对 一 个 由 六 个 粒子 组 成 的 体系 , 其 密度 矩阵 可 以 表示 成 


pz No 


= Dpn Vn (zl DN) Dr, EN) (1.5.1) 
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用 密度 矩阵 可 以 计算 算 符 ( 即 力学 量 ) 的 平均 值 . 在 很 多 情况 下 , 我 们 所 过 到 的 算 
符 是 单 体 或 两 体 算 符 , 例如 动能 、 位 能 等 , 这 时 可 以 定义 单 粒子 或 双 粒 子 约 化 密度 
矩阵 . 为 此 , 先 看 一 下 一 个 粒子 的 动能 如 /2m 的 平均 值 : 


1 
= ei i 如 2) (1.5.2) 
hh f plz1) za ZNi04 2 ZN)dza dzN 
Pi(zl21) 三 一 -一 -一 A 一 (1.5.3) 


pi(z1,21) 被 称 为 单 粒 子 约 化 密度 矩阵 . 用 (1.5.3) 式 的 定义 可 得 N 个 全 同 粒子 的 


平均 动能 : 
-le 


= Nn (BA) 
类 似 地 , 作用 于 单 粒子 上 的 势能 平均 值 为 
(Pr 2)) = nf z)pli(z,z)dz == NTr(VA1) 
k=1 
同样 也 可 以 定义 双 粒 子 约 化 密度 矩阵 : 


Pen 22; 0h) = Ler2 2 ZN)dray ,dzN (154) 


于 是 , 双 粒 子 势能 V(zi, zz) 的 平均 值 为 
(Pv)) = DED f Vea er)paon es man) dmde. 


i<j 
约 化 密度 矩阵 的 对 角 元 素 直接 与 粒子 分 布 函数 有 关 , 单 粒子 分 布 函数 为 
已 (z) = pl(zz)， (1.5.5a) 


双 粒 子 分 布 函数 则 为 
Pa(z1, zz) = pa(zl,z2i21,Z2). (1.5.5b) 
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约 化 密度 矩阵 的 非 对 角 元 素 是 另 一 个 令 人 感 兴趣 的 问题 , 将 单 体 约 化 密度 矩阵 表示 
成 


人 apalra) = DO Nrilpl) (pl ro) 
了 了 


= 和 Ne (ro)p (rn). 
考虑 系统 在 热力 学 极限 下 , 即 了 -oo N -co 而 N/V 为 有 限 常数 此 时 非 对 角 元 
的 值 是 什么 ? 如 果 本 征 值 和 j 在 热力 学 极限 下 为 有 限 , 由 于 V 一 co 即 ri 一 ra?| 一 co， 
而 p99 (rz) erD ~ 去, 刚 


lim (rilfilr2) =0 
ir (lA Ir) = 0, 


然而 , 若 本 征 值 之 一 和 0 正比 于 粒子 数 , 即 
和 0 = Na， a 为 有 限 的 分 数 
当 Imi 一 72| 一 co 时, 上 述 极限 不 为 零 , 有 


tim rllrs) = Faf (rn). (1.5.6) 


Imi 一 7a| 一 oo 


其 中 f(r1,72) 是 nl 及 ro 的 函数 . 如 果 一 个 系统 的 行为 满足 (1.5.6) 式 , 称 这 系统 在 
单 粒子 约 化 密度 矩阵 中 显示 了 非 对 角 长 程序 (ODLRO). 体系 是 否 显 示 非 对 角 长 程 
序 与 是 否 存在 相 变 直 接 有 关 . 对 费 米子 系统 , 由 于 泡 利 原理 的 限制 , A; < 1, 因而 在 
单 粒子 约 化 密度 矩阵 中 不 可 能 存在 非 对 角 长 程序 , 但 在 较 高 级 的 约 化 密度 矩阵 ( 通 
常 为 双 粒 子 约 化 密度 矩阵 po) 中 则 可 能 显示 非 对 角 长 程序 , 这 样 的 例子 就 是 金属 中 
的 超 导 性 和 液 氨 ?He 中 的 超 流 性 . 在 玻 色 子 组 成 的 系统 中 , 单 粒子 约 化 密度 矩阵 可 
以 显示 非 对 角 长 程序 , 这 就 是 玻 色 子 系统 中 规范 对 称 性 遭 到 破坏 而 成 为 超 流体 的 情 
况 . 有 关 非 对 角 长 程序 的 详细 讨论 可 参阅 杨振宁 的 文章 (4. 
2. 维 格 纳 函 数 

对 于 量子 力学 系统 , 粒子 的 相 空间 坐标 不 对 易 , 不 可 能 同时 给 定 粒子 的 位 置 和 
动 基 , 也 就 不 能 定义 一 个 解释 为 相 空 间 中 概率 密度 的 分 布 函数 ， 然 而 , 维 格 纳 证 明 ， 
有 可 能 引入 这 样 一 个 函数 , 它 在 形式 上 与 经 典 概率 密度 相似 , 并 在 经 典 极限 下 趋 于 
经 典 概率 密度 . 这 样 的 函数 被 称 为 维 格 纳 函 数 . 

下 面 我 们 引入 单 粒 子 及 双 粒 子 的 约 化 维 格 纳 函数 . 

定义 单 粒子 约 化 维 格 纳 函 数 为 


六 (oz) = fa (: 十 了 一 2)eiman, (1.5.7) 


1.5 约 化 密度 矩阵 及 维 格 纳 函 数 


或 


i T+ zz) dm 
pi1(T, 2") = (ne ) 5， 


(1.5.8) 


(1.5.8) 式 说 明 维 格 纳 函 数 正 是 约 化 密度 矩阵 的 傅 里 叶 变换 . 将 p1(z,z') 看 成 为 (z 十 
z')/2 及 (z 一 2 人)/2 的 函数 , 把 (z 十 2 )/2 写成 z, 对 (z - z')/2 作 传 里 叶 变换 即 得 


(1.5.7) 式 . 
经 典 概率 分 布 函数 fp, z) 满足 下 述 方程: 


OE 


P(z) = i Jreaan 


可 以 证 明 , 维 格 纳 函 数 满足 同样 的 方程， 
密度 矩阵 在 坐标 表象 及 动 地 表象 的 表示 : 


po,0) = De mpr(o) gre), 


pi(p'p") = De opilp) pr (p') 


i 


= f elo) kere) gode, 


对 角 元 素 ， 
pi(z,7) = P(2). 
pi1(p,p) = P(p). 
分 别 表示 找到 粒子 坐标 为 z 或 找到 粒子 动 其 为 p 的 概率 . 
由 (1.5.7) 式 对 动量 p 积分 : 


Ei Ja 


1 一 
-gir ff (+bs-Y)e kpndndp 


= /oe+ oe$)stan 


= pi(z,2) = P(z). 


(1.5.9) 


(1.5.10) 


(1.5.11) 


(1.5.12) 


(1.5.13) 
(1.5.14) 


(1.5.15) 


这 结果 与 方程 (1.5.10) 一 致 . 类 似 的 可 以 证 明 (1.5.9) 式 的 结果 ; 将 (1.5.7) 式 对 2 积 


WA = [fe 人 十 2 - ehmaadn, 
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作 变 数 变 换 
y=7+n/2; Y=2—n/2. 
上 式 成 为 
f fm) tr ayay 
= p1(p,p) = P(p). (1.5.16) 
(1.5.16) 式 的 最 后 一 步 应 用 了 (1.5.12) 式 . 以 上 结果 说 明了 其 子 系统 中 的 维 格 纳 函 
数 是 与 经 典 概率 密度 函数 相似 的 量 . 


任意 的 单 粒子 算 符 4(2,p), 如 果 仅 是 z 或 仅 是 p 的 函数 , 可 以 用 单 粒 子 约 化 维 
格 纳 函 数 计算 平均 值 : 


二 = ER film 0) A sad, (517) 
但 如 果 A 同时 是 p 及 z 的 函数 , 则 (1.5.17) 式 就 不 适用 了 . 户 函数 虽然 满足 与 经 典 
(1.5.9) 式 及 (1.5.10) 式 同样 的 方程 , 但 fi 不 能 被 解释 成 在 z 点 找到 粒子 动 革 为 p 


的 概率 , 因为 对 某 些 z 及 的 值 , 函数 户 可 以 成 为 负 的 . 
与 单 粒 子 约 化 维 格 纳 函 数 相似 , 也 可 以 定义 双 粒 子 约 化 维 格 纳 函 数 : 


fa(p1,p2, 1, 272) 


=/ fm (mt ,etn -时 -至 ) 


x 0-hpim -pm dm da. (1.5.18) 


更 高 级 的 维 格 纳 函 数 也 可 以 类 似 地 定义 . 


1.6 ”密度 矩阵 的 路 径 积分 形式 


如 同 基 子 力学 可 以 用 路 径 积分 形式 来 表示 一 样 , 密度 矩阵 也 可 以 用 路 径 积分 形 
式 来 表述 . 
对 布 洛 赫 方程 作 变 数 变 换 , 令 


Bh=u (1.6.1) 


方程 (1.3.13) 成 为 
nop = -Ap(u), (1.6.2) 


p 的 形式 解 为 Es 
plu) = ev 人 (1.6.3) 
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变数 4 具有 时 间 基 纲 , 可 将 % 分 成 长 度 为 的 nn 份 , 即 4= ne.p(w) 可 写成 
pl(u) = eBe/Ro-Ae/h... 
三 pe pe Pe…  ”( 共 n 个 因子 )， (1.6.4) 


在 坐标 表象 中 p 可 写成 
p(z, 7';u) = ff pon eon). (1.6.5) 
plz1, 7’;e)dr1 dzn-1， 
(1.6.5) 式 可 以 用 图 形 来 表示 (图 1.6.1), 当 粒 子 从 z' 到 z 点 需 经 过 zl 72,… ,Zn-1 
个 中 间 步 又 , 或 者 说 一 组 {zl ra，…,zn-1} 的 值 给 出 了 一 条 “路 径 ”, 粒子 从 z' 到 
Z 的 总 的 密度 矩阵 plz,z';u) 是 所 有 可 能 路 径 之 和 给 出 的 . 当 我 们 将 问 距 s 越 分 越 


细 , 即 当 < 一 0 时 , 中 间 步 又 将 趋 于 无 穷 多 个 , 因而 方程 (1.6.5) 在 形式 上 可 以 写成 
其 中 ， 


px';U)=] Blx(u)] Dr(u), (1.6.6) 
lz(u)] = lim p( Zn-1;e) (Caoz 5) (1.6.7) 
Dz(w) = ,lim dzl dza dan-1. (1.6.8) 


方程 (1.6.6) 称 为 路 径 积分 形式 . 下 面 通过 两 个 例子 来 找 出 5 的 具体 形式 . 


图 1.6.1 粒子 从 z' 到 z 的 运动 路 径 


廊 = 


1. 自由 粒子 


0 


2m 07z2 
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前 面 讨论 密度 矩阵 计算 时 已 得 出 , 自由 粒子 的 密度 矩阵 在 坐标 表象 中 可 以 写成 


po = /了 exp[ 一 2 人 2 一 区) 人， (1.6.9) 
故 


DE n=im/- f=- 守 [( ) + (+ 


I 


所 以 对 自由 粒 粒子 : 


ola) = ly exp{ 作 [(=2) + (= )]}. (1.6.11) 
当 e 一 0 时: 


Tk — Tk-1 dz(w » 
Te | 三 (tu=ke、 


将 方程 (1.6.11) 中 指数 上 的 求 和 式 换 成 积分 , 有 


U 
Glz(u)] = | -3 人/ 2(opPdo (1.6.12) 
从 方程 (1.6.6) 可 以 看 出 , 原则 上 总 的 密度 矩阵 p 是 所 有 可 能 路 径 之 和 , 但 实际 
上 , 只 有 每 个 p(e) 都 不 是 很 小 时 的 那些 路 径 才 是 主要 的 , 而 (1.6.9) 式 说 明 pe) 是 
高 斯 型 函数 , 要 求 p 值 不 太 小 就 相当 于 要 求 (zk - zk-1) 的 值 很 小 , 换言之 , 对 密度 
矩阵 的 主要 贡献 来 自 于 较 光 滑 ( 即 曲率 小 ) 的 路 径 . 
2. 在 一 维 势 场 V(z) 中 运动 的 粒子 


系统 的 哈密 由 量 为 ee 
六 = -+ V(r) (1.6.13) 
p 所 满足 的 方程 是 ee 
-hs = -3 BP + Ve)p (1.6.14) 


与 前 面相 似 , 可 将 4 分 成 间隔 为 的 n 份 , 对 p(z,z';e) 用 微 扰 展 开 的 形式 可 
以 写成 


p(T;2';E) =po(z, ze) 


oo ‘e 
-人 dz 人/ polZ, x";e — eV(z") 


x po(2”, 7; oj) 和 (1.6.15) 


1.6 密度 矩阵 的 路 径 积分 形式 “31， 


其 中 po 为 自由 粒子 的 密度 矩阵 . 当 很 小 时 , po 是 高 斯 型 函数 , (1.6.15) 式 中 对 zy 
的 积分 主要 贡献 来 自 于 接近 z”= zo 处 , zo 是 z 及 z' 的 带 有 权重 的 平均 值 ,写成 
_ Er+(e—e)r 
ta 
V(z") eV (zo). (1.6.17) 
如 果 z s zzo 也 必然 很 接近 于 z,V (zo) 在 积分 区 间 内 可 近似 地 看 成 为 常数 , (1.6.15) 
式 成 为 


z0 (1.6.16) 


1 


e dey oo 
~ -/ 军 reo 人 dz"po(z, 2";e 一 epo(z ze ) 
0 -oo 


= 一 [ V(ro)polo, we) 
0 


~ iV (a)polz, 6). (1.6.18) 
把 (1.6.18) 式 写成 
“sme -2 
全 po(ejerYehh 
所 以 
pfoyz'ie) veo|- me = el. (1.6.19) 


将 修正 项 e-v(”e/* 用 到 自由 粒子 路 径 的 每 一 小 段 上 , 且 让 。 一 0 得 
pl(z,2’;U)= exp { 1 vato)lau } pay 
= Dl2(W) palu) 
其 中 z(0) = zz(Z) = z. 因此 
glz(w)] = | 。 / 2 | 轻生 汪 ve eu}. 
系统 的 配 分 函数 为 


zona 


- | Tem | 1 a a Dz(o) fo 0 
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以 上 导出 了 5 的 表示 式 , 现在 的 问题 是 什么 样 的 路 径 对 积分 的 贡献 是 重要 的 ? 
可 以 分 两 种 情况 来 看 : 如 果 势 场 不 依赖 于 位 置 , 其 结果 与 自由 粒子 相似 , 路 径 越 短 
对 积分 贡献 越 大 , 原因 是 路 径 越 长 , 平均 “速度 ” 越 大 , 即 [2(w)]? 越 大 , 使 指数 因子 
变 得 更 负 , 对 积分 贡献 变 小 . 而 当 势 场 依赖 于 位 置 时 , 为 简单 起 见 , 设 势 场 随 x 增 大 
而 增加 , 这 时 更 短 的 路 径 , 例如 图 1.6.2 中 路 径 1 并 不 一 定 比 路 径 2 的 贡献 大 , 原因 
是 这 时 路 径 1 的 势能 积分 值 比 路 径 2 更 高 . 因此 可 以 看 出 , 只 有 这 样 一 些 路 径 对 密 
度 矩 阵 的 贡献 是 主要 的 , 在 这 些 路 径 上 势能 的 下 降 比 动能 增加 更 快 . 


0 


图 1.6.2 从 z' 到 z 的 两 条 路 径 


上 面 我 们 只 讨论 了 一 个 自由 度 的 情况 , 但 所 得 结果 可 以 推广 到 任意 多 个 自由 
度 的 情况 . 对 N 个 自由 度 的 体系 , 用 zz,…,z(N) 表示 体系 的 坐标 , 相应 的 
Dz(u) 为 
Dz(u) = lim det) ee dol dz dak). 


其 他 的 量 作 相应 的 推广 即 可 . 


1.7 热力 学 函数 


在 量子 系 综 理论 的 讨论 中 给 出 了 各 系 综 密度 矩阵 的 具体 形式 , 用 密度 矩阵 求 系 
综 的 平均 值 问题 , 最 后 被 归结 为 求 体系 的 配 分 函数 或 巨 配 分 函数 的 问题 , 本 节 的 讨 
论 将 给 出 体系 物理 其 的 平均 值 与 配 分 函数 或 巨 配 分 函数 之 间 关 系 的 一 些 表 达 式 , 从 
而 当 我 们 用 系 综 理论 去 研究 多 体系 统 时 , 一 旦 求 得 了 体系 的 配 分 函数 或 巨 配 分 函数 ， 
不 必 再 写 出 密度 矩阵 的 具体 表示 式 去 求 平均 值 , 而 可 以 利用 所 给 出 的 这 些 关 系 , 直 
接 得 到 物理 量 的 平均 值 . 


1， 正 则 系 综 


热力 学 函数 可 以 分 成 两 类 , 其 中 一 类 是 有 直接 对 应 的 力学 量 , 这 时 只 需要 用 密 
度 矩 阵 对 相应 力学 量 求 平均 即 可 . 例如 , 体系 哈密 顿 量 平均 值 是 系统 的 总 能 量 : 


1.7 热力 学 函数 “33 
百 =B= TD Epm = #2 Bae- en 
轩 四 (17.1) 
如 果 用 y、 表示 描写 体系 几何 位 形 的 变数 , 相应 的 广义 力 为 六 有 
五 =- 纺 (CU eo RR (1.7.2) 
广义 力 的 平均 值 为 
可 on 1 _pa on 
驴 --( 关 ) (ce) 
= je (1.7.3) 
对 气体 系统 , y、 代表 体积 , 7 为 压强 , (1.7.3) 式 给 出 : 
10n2 
=3 (1.7.4) 


(1.7.4) 式 给 出 了 气体 的 状态 方程 . 


对 另 一 类 热力 学 函数 , 没有 与 其 对 应 的 力学 基 , 可 以 通过 热力 学 关系 找 出 其 平 


均值 的 表示 式 . 例如 人 5, 由 热力 学 关系 : 
dB=Td5 - >》 了 Ady， 
入 


1 


d5 = 去 (d 瑟 + 2 Yn). 


由 于 . 
Pa i OlnZ 
BldE+ > 了 AdyA) = -6d(-55 ) * > Bx 


anZ、 OlnZ ,,， Oln2 
=-d(6 dB 二》 
(8 5 ) 守 55 I > Bx 9 
=d(nZ -py 


由 (1.7.6) 式 及 (1.7.7) 式 , 得 
OlnZ 


s=k(nz 8B). 


(1.7.7) 


(1.7.8) 
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对 5 也 可 用 另 一 种 形式 来 表示 , 即 直 接 用 密度 矩阵 来 表示 : 
S=k(nZ+PE)=—k(-y — PE) 
=—k(-y% -BH)= -65 
= —kTr(Plnf). (1.7.9) 
与 5 相 类 似 , 可 以 求 出 其 他 一 些 热力 学 函数 : 


F=E-TS=—kTInZ, (1.7.10) 
_ /8E\ _/, OnZ 
Cv= (ms = 他 D8 ) (1.7.11) 
oP) 1/onz 
3 (9) 二 #( ON J (1.7.12) 
2. 巨 正则 系 综 
巨 正则 系 综 的 密度 矩阵 为 
0 = er-6-pEwn-aN 一 二 eegwwr-eN， 
很 容易 求 出 热力 学 函数 的 平均 值 


0 让 olinS 
二 二 -BEnn-aN | = -一 一 
( 5 > > e-BBN ) Be (1.7.13) 


=- 六 (1.7.14) 
区 1 Olns 

一 二 "118 

^= FG (1.7.15) 


对 巨 正则 系 综 , 粒子 数 是 可 变 的 , 入 的 公式 为 
4 五 = Td5- > 了 Ady + udN. 
入 
另 一 方面 , 由 于 


二 Olns Oln3 
p(B 十 > Yow) = -pd (等 ) + > BW 


Olns Aons Olns Olns ln 
-和 + 第 d+ Bo + Bo oa 


1.8 平衡 系 综 的 等 价 性 


得 


所 以 


其 中 我 们 用 了 关系 


a ln Alns 
sh(Ins -oa Bo yy ) 
a= -Bh. 


正则 系 综 热力 学 函数 的 公式 中 , 用 密度 矩阵 表示 焙 的 公式 在 巨 正则 系 综 中 依然 
成 立 , 只 需 将 广 换 成 巨 正则 系 综 的 密度 矩阵 即 可 ， 


5 = -NTr(pnp) (1.7.17) 


对 其 他 热力 学 函数 同样 可 以 得 到 


F= -AT (Ins 是 oR) (1.7.18) 
用 G 表示 吉 布 斯 函数 , 有 
G=/ 页 = -pe (1.7.19) 
在 巨 正则 系 综 中 , 通常 定义 热力 学 势 9 为 
Q(B, nV) = 一 MTlnS(8 V). (1.7.21) 


1.8 平衡 系 综 的 等 价 性 


其 子 系 综 理 论 同 经 典 系 综 理 论 一 样 , 是 在 不 同 的 宏观 条 件 下 , 建立 起 不 同 的 系 
综 . 但 可 以 证 明 在 热力 学 极限 的 条 件 下 , 三 种 系 综 是 等 价 的 ; 换言之 , 当 我 们 研究 一 


个 具体 物理 体系 时 ， 
的 . 证 明 这 一 等 价 性 


在 热力 学 极限 的 条 件 下 , 无 论 选择 哪个 系 综 , 得 到 的 结果 是 相同 
E 的 意义 就 在 于 当 我 们 计算 体系 的 热力 学 函数 时 , 可 以 根据 计算 


方便 而 任意 选择 系 综 , 不 必 受 宏观 条 件 的 严格 限制 . 
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1. 热力 学 极限 

我 们 所 感 兴趣 的 很 多 热力 学 函数 总 是 与 系统 的 体积 或 者 说 粒子 数 有 关 , 例如 自 
由 能 下 与 系统 的 总 能 量 有 关 , 系统 总 能 量 是 由 组 成 系统 的 粒子 的 动能 、 相 互 作 用 位 
能 及 粒子 与 外 场 的 相互 作用 能 所 决定 , 因此 计算 体系 的 自由 能 所 得 数值 与 所 选择 的 
粒子 数 从 而 也 与 体积 有 关 ( 当 密度 为 固定 时 ), 为 了 消除 这 一 因素 的 影响 , 可 以 定义 
自由 能 密度 , 即 每 个 粒子 的 自由 能 , 这 样 做 并 不 影响 体系 的 实际 物理 性 质 . 

实际 的 物理 体系 , 其 体积 (或 粒子 数 ) 总 是 有 限 的 , 有 限 体积 所 带 来 的 影响 , 除 
了 上 面 所 讲 的 一 些 其 的 广 延性 外 , 另 一 个 重要 方面 就 是 边界 效应 , 当 我 们 研究 物理 
体系 的 宏观 性 质 时 , 感 兴趣 的 总 是 体系 本 身 的 性 质 , 希望 尽 可 能 减 小 边界 效应 的 影 
响 , 宏观 等 价 性 原理 给 了 我 们 消除 这 种 影响 的 可 能 . 这 一 原理 说 明 在 研究 宏观 系统 
的 局 域 性 质 时 , 系统 的 体积 是 不 重要 的 参数 , 这 一 参数 的 影响 随 体积 增 大 而 减 小 , 由 
此 很 容易 想到 , 当 我 们 研究 具体 的 体系 时 , 让 体积 逐渐 增 大 以 致 趋 于 无 穷 , 来 减 小 有 
限 体积 的 影响 . 随 着 体积 增 大 , 粒子 数 自然 也 增加 , 但 保持 粒子 的 密度 不 变 , 以 保持 
体系 的 相似 性 , 这 就 是 热力 学 极限 . 因此 热力 学 极限 的 条 件 是 


V 一 00; N 一 00; N/V = 有限 的 常数 . 


系统 满足 热力 学 极限 的 条 件 , 不 仅 使 理论 处 理 得 到 简化 , 消除 了 N 或 了 变化 
引起 的 困难 , 更 重要 的 是 在 相 变 理论 研究 中 具有 举足轻重 的 影响. 

下 一 个 问题 自然 会 问 : 系统 是 否 确实 存在 热力 学 极限 》 杨 - 李 第 一 定理 证 明 
了 在 一 定 条 件 下 , 热力 学 极限 确实 存在 . 关于 杨 ~ 李 定 理 的 详细 讨论 将 在 第 5 音 中 
进行, 目前 我 们 只 需 承认 热力 学 极限 存在 ， 
2. 微 正则 系 综 与 正则 系 综 的 等 价 性 


按照 系 综 的 宏观 条 件 , 微 正则 系 综 的 能 量 被 限制 在 很 窗 的 范围 内 ; 而 正则 系 综 
中 一 个 系统 能 够 具有 介 于 零 和 无 限 大 之 间 的 任何 能 基 值 ， 为 了 证 明 两 个 系 综 所 得 
结果 是 相同 的 , 必须 通过 检验 正则 系 综 内 系统 具有 显著 概率 的 能 量 散布 的 实际 范围 
来 决定 . 因此 我 们 首先 要 考察 正则 系 综 中 能 基 平 均值 的 涨 落 , 这 涨 落 可 以 表示 成 


(B-Bi=F-F, 


OlnZ 
=- 
zz /On2Z\N* 862in2 
i | 
. ( 8 ) tap 
所 以 
二 再 
(a 二. (1.8.1) 


062 068 


1.8 平衡 系 综 的 等 价 性 .87. 


(1.8.1) 式 对 有 的 导数 是 在 保持 V 不 变 的 条 件 下 进行, 对 正则 系 综 粒 子 数 N 不 变 ， 
故 可 用 Cv 表示 : 


(E-E)?= kT?Ov, (1.8.2) 


Cv 为 广 延 量 , Cy cx N, 而 已 cc N, 所 以 得 


' 人 (1.8.3) 


(1.8.3) 式 说 明正 则 系 综 能 量 相对 涨 落 在 热力 学 极限 的 条 件 下 完全 可 以 忽略 . 也 就 是 
说 对 任意 体系 , 虽然 其 能 基 值 是 可 变 的 , 但 体系 的 实际 能 量 却 是 以 极 大 的 概率 处 在 
平均 值 附近 , 且 随 N 一 oo, 其 能 基 与 平均 值 的 偏离 一 0, 这 实际 上 与 微 正 则 系 综 相 
同 , 也 就 说 明 微 正则 系 综 与 正则 系 综 是 等 价 的 . 

为 了 进一步 看 清 这 问题 , 从 概率 分 布 的 角度 来 考察 能 基 以 什么 方式 分 布 在 正则 
系 综 各 成 员 中 间 ， 

令 体系 能 其 处 在 ~ 互 + AE 中 的 概率 为 P(E)AB, 则 


P(E)ABE « e-PEg(E)AE, (1.8.4) 


其 中 g(B) 为 体系 的 态 密 度 . 
可 以 看 出 , 概率 密度 P(E) 由 两 个 因子 决定 : 
(1) 玻 尔 效 曼 因子 e-95, 随 忆 的 增加 而 单调 下 降 ; 
(2) 态 密度 g(), 随 的 增加 而 单调 增加 . 
两 个 因子 的 乘积 在 的 某 个 值 例如 = B* 有 极限 , B* 的 值 由 (1.8.5) 式 决定 : 


0 


死 | 本 0， (1.8.5) 
即 
ge i pb. (1.8.6) 
由 于 5S = klng, 代入 (1.8.6) 式 , 成 为 
( 品 ) 全 kp. (1.8.7) 
另 一 方面 , 由 5 的 热力 学 关系 , 得 
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比较 (1.8.7) 式 与 (1.8.8) 式 , 不 难得 出 
E*=E. (1.8.9) 
这 结果 说 明 不 论 体系 的 物理 性 质 如 何 ， 系统 能 基 的 最 可 几 值 总 是 与 平均 值 相同 . 将 
概率 密度 P(E) 的 对 数 在 能 量 值 B* = 互 附近 展开 , 有 
lnfe-42g( 召 )] 


E43) 10 nle-eB D2 
=\-AE+F)+ags ne ‘9(E)lp-E(E -EE) 十 


=-P(E-T5) (E -B+.... (1.8.10) 


入 
2172Cv 
(1.8.10) 展开 式 中 用 了 (1.8.6) 式 的 结果 . 由 (1.8.10) 式 得 


B79) -Ea 
P(E) =e Hsg(E) ~ eBETS)e rv, (1.8.11) 


因此 正则 系 综 里 的 能 基 分 布 是 一 个 平均 值 为 百 , 方差 为 VRT3CV 的 高 斯 型 分 布 , 由 
(1.8.3) 式 可 知 , 当 N 之 1 时 , 有 一 个 很 尖锐 的 分 布 , 而 当 N 一 co 时 , 该 分 布 趋向 于 
一 个 5 函数 . 

下 面 我 们 以 线性 谐振 子 为 例 , 来 说 明 上 述 理论 . 线性 谐振 子 的 能 基本 征 值 为 


En= (n+3), n=0,1,2,.... (1.8.12) 
单个 振子 的 配 分 函数 
Z1(6) = eenrbm 四 aa e 一 -六 一 (1.8.13) 
n=0 zinh (B81) 
对 NN 个 振子 的 配 分 函数 应 为 
一 二 NBhiw 
Zv(B) = [Zi(B)]Y = 这 (1.8.14) 
由 此 可 求 出 有 关 的 热力 学 函数 为 
F = NETINZN(P) 
E ME + kTIn(1 — om)| ; (1.8.15) 


SN he 


Wi nl -em)], (1.8.16) 
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1 fiw 
ms, 1.8.1 
U N+ | (1.8.17) 


Cv = Cp = Nk(Bhw)? (1.8.18) 


Fi 

由 于 讨论 的 是 量子 谐振 子 , 以 上 的 结果 显然 与 经 典 情况 不 同 ,， (1.3.17) 式 说 明 不 
服从 能 量 均 分 定理 , 每 个 振子 的 能 量 平 均值 高 于 均 分 值 KT'; 而 (1.8.18) 式 说 明 比 热 
低 于 经 典 值 . 在 kT 之 2ji 的 经 典 极限 下 , (1.8.15) 式 ~(1.8.18) 式 的 结果 都 趋 于 经 
典 值 . 

现在 从 配 分 函数 (1.8.14) 式 来 决定 N 个 振子 系统 的 态 密度 . 将 (1.8.14) 式 中 
(1 -ee)-w 作乱 级 数 展开 , 有 


Zw(B) = 》、 CR R10 BINiet Ri), R= 0,1,2,..., (1.8.19) 
R=0 


另 一 方面 用 态 密度 直接 表示 配 分 函数 有 


Zn(8) = {olB)e-ordp. (1.8.20) 
0 
比较 (1.8.19) 式 与 (1.8.20) 式 , 得 
~ N 
a R ws Ee 
= > ohns le (a+ Y) |. (1.8.21) 


(1.8.21) 式 说 明 系 统 能 二 BR 有 分 立 值 (+ Nw 时 ， 相应 的 状态 数 为 (6 二 
对 其 他 的 能 基 值 , 状态 数 为 0. 这 是 量子 谐振 子 系统 能 量 不 连续 的 必然 结果 . 

我 们 再 用 微 正则 系 综 来 讨论 同一 个 系统 . 设 N 个 谐振 子 组 成 的 体系 , 总 能 二 
已 为 确定 的 , 每 个 振子 都 可 以 处 在 (1.8.12) 式 给 出 的 任 一 本 征 态 中 , 现在 的 问题 是 
将 能 最 五 分 配给 N 个 振子 , 可 能 出 现 多 少 种 不 同 的 分 配方 式 ? 为 了 方便 起 见 , 首先 
消去 每 个 振子 的 零点 能 , 因为 这 部 分 是 不 能 分 配 的 ; 让 其 余 的 能 基 变 换 成 具有 能 革 


fiw 的 量子 , 让 RR 表示 量子 的 数目 , 可 得 
@ SNtw) % 
R= (1.8.22) 


显然 已 应 该 是 整数 ; 妃 的 形式 为 (R+ 3 了 Di 因而 能 量 分 配 问题 可 以 换 一 种 说 法 : 
将 个 量子 分 配给 入 个 报 于 的 各 种 可 能 分 法 的 总 数 , 可 以 用 排列 组 合 的 问题 来 研 
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究 , 也 就 是 把 RR 个 不 可 分 辨 的 球 放 入 NN 个 可 分 辩 的 盒子 中 去 的 各 种 可 能 方式 的 总 


数 . 这 数 为 
(R+N-1)! 
DR 

这 结果 与 (1.8.21) 式 是 一 致 的 . 由 这 排列 数 计算 系统 的 炉 为 


Sekln(R+N)!- In(N- 1)! -InR!) 


okI(R+N)In(R+N)— RinR- NlnN]), 


系统 的 温度 为 
1 /8s 95 1 _k, /RIN 
(器 )， 本 (入 )， jo 志 "( 
kp /E+ iw 
=—ln . 
各 人 的 
由 此 可 得 每 个 粒子 的 能 量 为 “ 
BE 1, ew/ir+1 
N 7 2M emer I 
同样 , 我 们 可 以 推导 5 的 公式 , 由 (1.8.25) 式 可 得 
R+N fw 
n( ) 7 7 
并 由 (1.8.27) 式 得 
NeBhw 
R= go; R+N= Hw 1 
将 (1.8.24) 式 改写 成 


5= hn 丰 Min). 
(1.8.27) 式 与 (1.8.28) 式 代 入 (1.8.29) 式 , 得 5 的 公式 为 


fiw 
Ss= EE 一 In(1 -ee 


(1.8.23) 


(1.8.24) 


(1.8.25) 


(1.8.26) 


(1.8.27) 
(1 .8.28) 


(1.8.29) 


(1.8.30) 


显然 , (1.8.26) 式 、(1.8.30) 式 与 (1.8.17) 式 、(1.8.16) 式 完全 相同 , 也 就 是 对 物理 体 
系 , 无 论 从 微 正则 系 综 或 正则 系 综 出 发 , 计算 热力 学 函数 所 得 的 结果 完全 相同 . 


1.8 “平衡 系 综 的 等 价 性 


ra 


3. 巨 正则 系 综 与 正则 系 综 的 等 价 性 


巨 正则 系 综 与 正则 系 综 的 差别 在 于 前 者 的 粒子 数 是 可 变 的 , 故 为 了 得 出 两 者 的 


等 价 性 , 需 分 析 巨 正则 系 综 中 粒子 数 的 涨 落 . 
.从 巨 正则 系 综 热力 学 函数 的 公式 , 很 容易 得 到 


pr ON ON 
-=- 亚 -了 素 --( 侈 ) = (多 ) 
( ) oa /pv en J rv 


六 为 广 延 量 , 可 写成 


N= NT,V) = Vf T), 
故 (1.8.31) 式 可 表示 成 


TAI of a 
(N—N)? =+7v (FE) axVeoN. 


粒子 数 的 相对 涨 落 为 


(1.8.31) 


(1.8.32) 


与 前 面 讨论 相 类 似 , 这 结果 说 明 在 热力 学 极限 下 , 巨 正则 系 综 的 粒子 数 涨 落 很 
小 , 体系 的 粒子 数 以 极 大 的 概率 处 在 平均 值 附近 , 且 随 着 N 一 co, 涨 落 趋 于 零 , 说 


明 巨 正则 系 综 与 正则 系 综 是 等 价 的 . 


需 指出 的 是 在 某 些 特殊 情况 下 , 上 述 等 价 性 可 能 不 成 立 , 当 所 讨论 的 体系 出 现 
相 变 时 就 属于 这 种 情况 . 原因 是 当 体系 处 在 相 变 点 附近 时 , 粒子 数 密度 的 涨 落 可 以 


变 得 很 大 , 即 产 生 被 称 为 “临界 乳 光 ”的 现象 , 这 种 情况 下 , 由 巨 开 


E 则 系 综 得 出 的 结 


果 与 正则 系 综 的 结果 不 一 定 相同 , 因而 在 讨论 相 变 问题 时 更 多 地 使 用 巨 正则 系 综 表 
述 形式 , 因为 这 种 形式 能 更 好 地 反映 出 物理 图 像 为 了 更 清楚 看 出 这 一 问题 , 将 粒 


子 数 涨 落 的 表示 式 作 些 改 变 . 由 于 


即 


其 中 v= V/N. 由 (1.8.32) 式 可 得 


(1.8.33) 


(1.8.34) 
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将 (1.8.34) 式 代 入 (1.8.31) 式 得 


2 
[ww nr (1.8.35) 


其 中 kz 为 等 温 压 缩 率 , 当 体系 处 在 相 变 点 时 , 等 温 压 缩 率 趋 于 无 穷 , 因而 粒子 数 涨 
落 变 得 很 大 . 

总 之 , 从 以 上 讨论 可 以 得 出 结论 : 当 我 们 研究 任何 物理 体系 的 热力 学 性 质 时 , 只 
要 体系 不 是 处 在 临界 点 附近 , 就 可 以 根据 计算 方便 , 任意 选择 一 个 系 综 进行 . 


1.9 ”本 分 函数 的 经 典 极限 


前 面 我 们 已 经 多 次 过 到 当 体 系 处 在 很 高 温度 下 , 由 量子 系 综 理论 所 得 的 结果 与 
经 典 理论 的 结果 相同 ; 在 这 一 节 我 们 将 证 明 其 子 配 分 函数 在 高 温 极限 下 与 经 典 配 分 
函数 相同 , 从 而 在 这 两 种 情况 下 所 得 到 的 热力 学 函数 是 相同 的 这 一 事实 , 也 就 成 为 


必然 的 结果 . 
用 大 表示 系统 的 哈密 顿 最, 由 动能 及 位 能 两 部 分 组 成 : 

| H=K+D, (1.9.1) 

其 中 位 能 表示 成 
Uri PN) = Yi, (1.9.2) 

Tc 了 
ui 三 (mi — 1). (1.9.3) 
系统 的 配 分 函数 为 


ZN(V,T) = Te 
es 5 /Wt erpaw 2, Nd, (1.9.4) 
其 中 w 是 系统 的 一 组 波 函数 的 完全 集合 . 现在 需要 证 明 的 是 在 足够 高 的 温度 下 , 配 
分 函数 可 以 表示 成 


1 
ZN(VT) ~ NIN / d3Npd3Nre-BH(pr), (1.9.5) 


其 中 应 (p,7) 是 经 典 哈 密 顿 量 : 


Np2 
H(p,r) = 坊 +U(rne ry). (1.9.6) 


记 1 


1.9 配 分 函数 的 经 典 极限 4 


首先 考虑 粒子 间 没 有 相互 作用 的 情况 , 即 


UV=0. 


哈密 顿 量 的 本 征 态 可 以 用 自由 粒子 波 函 数 5,(1,2,…, NN) 来 表示 , 其 中 p 表示 NN 
个 动量 的 集合 : 
p= {p1,…, PN}, 


波 函 数 所 满足 的 本 征 值 方程 为 
Kg (le N) = Kp $y(l,., N), 5 (1.9.7) 
其 中 ， i 
Ky = gi (Pt + + PN). (1.9.8) 
设 系统 的 体积 为 V, 选择 周期 性 边界 条 件 , Pi 的 值 为 
-2 
Pi= HT" 


mn 为 一 矢量 , 其 分 量 的 取 值 为 0, 士 1, 士 2…… 根据 其 子 力学 原理 , 波 函 数 $, 必须 满 
足 一 定 对 称 性 的 要 求 , 对 波 色 子 组 成 的 体系 , 波 函 数 对 粒子 的 变换 为 对 称 的 , 而 费 米 
子 组 成 的 体系 是 反对 称 的 . 用 单 粒子 的 平面 波 波 函数 组 合成 体系 的 波 函 数 ，: 


多 = DD" Piles, pM), 
i 
op 人 r)= 让 "A (1.9.9) 


(1.9.9) 式 中 (+) 号 适用 于 玻 色 子 , (一 ) 号 适用 于 费 米子 , 算 符 P 表示 对 NN 个 粒子 坐 
标 m1,…,rN( 在 (1.9.9) 式 中 为 了 方便 直接 用 数字 1,…, 表示 坐标 .) 做 各 种 可 能 
的 排列 运算 ; 》， 表示 对 这 些 排列 的 求 和 . 对 臻 色 子 (+1)R = +1 对 费 米 子 (一 1) 他 


PB 
为 +1 或 -1, 决定 于 为 达到 某 种 给 定 排列 需要 做 的 交换 次 数 . 1/VNI 因子 来 自 于 
归 一 化 要 求 , 因为 由 N 个 单 粒 子 波 函 数组 合成 体系 的 波 函 数 5,, 各 种 可 能 的 不 同 
的 排列 数 为 NI 个 , 为 使 $, 归 一 化 必须 有 这 因子 . 所 以 


Tre ef DS em 
PPN 


= erpk | dg3Nr|g,(1,..., N)|2. (1.9.10) 
p 
Pi Py 
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在 体积 V 一 co 的 极限 , 对 p; 的 求 和 换 成 积分 : 
> 2 ed Pi 


将 (1.9.10) 式 写 成 


Tre-ok -mw fe TJ( (1.9.11) 

其 中 ， 
J( AN) = VeroereelmG N)P 
= pe DD Pes, ps 

* A DD Pilon Np WN 
由 于 排列 的 总 数 为 N! 项 , 每 项 对 积分 都 有 相同 的 贡献 , 因而 上 式 中 两 个 求 和 可 以 
只 用 一 个 代替 , 并 乘 上 因子 N!. 上 式 写成 

VL, N) -mr dNpe™ Bhp DD Plps, (Dep (1)] 
[pp (N)pp,, (N). (1.9.12) 


用 Ks 及 yp(7) 的 表示 式 , 将 (1.9.12) 式 写 成 


J DD :app Leo/ A 


j=l 
= +1) Pp a[ Jam 一 B(p2?/2m)+ip:(r 一 | pe 
FP 
x [fa d3pe- Pp/2m)+tip"(r— “| 


eae Ee PP je rr) fry = rn 


(1.9.13) 


/Re d3pe~Pp’/2m+tip: 人 


Ja dape —Bp?/2m 


= e-™/X, (1.9.14) 
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(1.9.14) 式 中 > = "|; 入 = V2 县]mkT 称 为 平均 热 波长 . 将 (1.9.13) 式 代 入 (1.9.11) 
式 : 


Te = : f Fv pa rootittei /am 


x DED :PLfri 7) flry 一 mA (1.9.15) 
Pe 


(1.9.15) 式 中 (m4… 7h) 是 由 (rt rw) 经 过 一 定 次 数 的 变换 得 到 的 . 对 P 的 
求 和 是 对 坐标 的 各 种 可 能 交换 求 和 , 显然, 求 和 的 第 一 项 应 是 不 作 任何 交换 的 项 , 即 
下 = mi(i= 42， N)， 因 而 有 


ON = 1 


第 二 项 是 第 ;个 坐标 与 第 j 个 坐标 交换 得 到 的 , 为 了 使 排列 的 次 序 (m1…, ri,…， 
7597N) 改 为 新 的 次 序 (71…… ry rTN) 必须 经 过 (j 一 让 十 (j 一 i 一 1) 
次 交换 , 故 ( 坯 D)” = 士 1 其 中 正 号 是 对 玻 色 子 , 负 号 是 对 费 米 子 ; 其 余 的 项 可 以 依 
次 类 推 , 于 是 : 


和 (GD 有 Pr 一 rw 一 
Pe 


=1+D f+ fyfinfit.…, (1.9.16) 
ic 了 
其 中 ， 
fi f(ri— 7), 
当 体 系 温度 很 高 时 , 如 满足 条 件 : 


|ri —7;| > A 和. (1.9.17) 


由 (1.9.14) 式 可 知 , fi; 将 很 快 趋 于 0, 所 以 在 (1.9.17) 式 的 条 件 下 , (1.9.15) 式 成 为 


Te 人 / daNpd3Nre-B(rt +t-pR)/2m. (1.9.18) 
这 就 是 经 典 配 分 函数 . 我 们 证 明了 在 高 温 极限 下 , 如 果 满足 条 件 (1.9.17) 式 则 二 子 
配 分 函数 就 过 渡 到 经 典 配 分 函数 .(1.9.17) 式 中 |r; 一 zj| 是 粒子 间 平均 距离, (1.9.17) ， 
式 也 就 是 
(粒子 间 平均 距离) > (平均 热 波长 ) 
对 一 个 没有 相互 作用 的 体系 , 当 我 们 近似 的 用 经 与 的 配 分 函数 代替 体 系 的 量子 
配 分 函数 时 , 进一步 讨论 一 级 修正 项 , 是 一 个 十 分 有 意义 的 问题 
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显然 , (1.9.16) 式 的 第 二 项 , 即 万 项 可 以 看 成 是 一 级 修正 项 , 在 同样 的 近似 程 
度 下 , 可 将 这 一 项 写成 
开 


-8 
1+ BB~IIG ti)=e 人 


i<j i<j 


(1.9.19) 


其 中 ， 


动 三 一 NTln(1 土 所 ) 
= -KETln[1 土 er-2x(Ti-T;P/]， 


(1.9.18) 式 在 考虑 一 级 修正 的 情况 下 , 成 为 


be ,2 6 
Tre-PR 1 J rp arre BF PH/2mt 5) 


(1.9.20) 


NIh3N 


(1.9.20) 式 说 明 , 对 配 分 函数 的 一 级 修正 项 , 从 经 典 配 分 函数 的 角度 来 看 , 相当 于 在 
粒子 间 增 加 了 相互 作用 势 iij, 对 玻 色 子 是 吸引 势 , 对 费 米子 是 排斥 势 . 要 注意 的 是 
这 种 相互 作用 势 来 源 于 波 函 数 的 对 称 性 , 与 温度 有 关 , 不 是 粒子 间 的 真正 相互 作用 
势 . 关于 这 问题 , 在 第 2 章 将 作 进 一 步 的 讨论 , 得 到 与 此 相同 的 结论 . 
下 面 我 们 进一步 讨论 粒子 间 存 在 相互 作用 的 世子 体系 . 注意 到 一 般 情 况 下 , 动 
能 算 符 与 位 能 算 符 不 对 易 , 即 
-BH ~ e-B(K+O) 类 e-bR .ep 


为 了 找 出 当 8B 一 0 时 , e-p4 的 近似 表示 式 , 假设 下 述 展开 式 成 立 : 
@-B(K+0) ws er-6Ae-bDecoepCiepCo (1.9.21) 
将 上 述 方程 两 边 对 6 求 导数 至 nn 阶 (n = 0,1,2,…), 然后 令 8 = 0, 得 到 
wm=0 


= 


& = -3 
. 当 8 很 小 时 , (1.9.21) 式 就 可 以 近似 地 表示 成 


0-B(K+D) jv -BRe-BOo-38° [RD0). (1.9.22) 


配 分 函数 为 
ZN(V,T) Tr(e Se-BUe- $8 KD)). (1.9.23) 


1.9 配 分 函数 的 经 典 极限 


Ti 


由 不 及 立 所 满足 的 方程 : 


不 难得 到 


为 了 简化 , 用 作用 在 粒子 上 的 平均 力 代 闪 -ViD,(L.9.24) 式 成 为 
3K, DI ~ -80- Fp, 
其 中 已 为 总 动 遇 算 符 ; 而 
= 人 笃定 wo- 多 知己 % 


9 = dr 一 路 
gr) = V2u(r)， 


将 (1.9.26) 式 代 入 (1.9.23) 式 得 


ZN(V,T) SR 站 
Pa， 


x td )-i(B2h/2m) F hp,(1,.., N). 


与 前 面 讨论 粒子 问 没有 相互 作用 的 情况 相 类 似 , 可 得 


arereero0yd N), 


和 
ZN (VT) ss RS 


其 中 ， 


JJ, N) = TV Jpero rowWeme lg 人 0 NE. 


少 


R= (B22/2m)F, 


(1.9.24) 


(1.9.25) 


(1.9.26) 


(1.9.27) 


(1.9.28) 


(1.9.29) 
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则 


N 
Th NW) = 开 GD9R 人 avpTTepagl/am + (rs) 用 
i=l1 


Pe 
= [/ sem] Een [| 
(1.9.30) 


其 中 了 的 定义 与 (1.9.14) 式 相 同 . 与 粒子 间 没 有 相互 作用 系统 的 计算 完全 相同 , 有 


1 


ZN(V,T) ~ TS f EN pa re -et0"). (1.9.31) 


(1.9.31) 式 中 VV 由 (1.9.26) 式 定义 , D" 被 定义 为 


e-p0" = II + f(ri—r!— RB)]. (1.9.32) 
i<j 
由 (1.9.32) 式 及 (1.9.26) 式 得 
+ 
i<j 


ij (ri 一 mh) 


(7) = Viulr) — kTIn(1 + @-?), 


在 下 述 两 条 件 下 : 

(1) 平均 热 波长 < 粒子 间 平 均 距 离 ; 

(2) 平均 热 波长 < 相互 作用 势 的 特征 长 度 . 

可 以 忽略 (1.931) 式 中 UV' +U" 项 , 这 时 基 子 配 分 函数 就 具有 与 经 典 配 分 函数 


(1.9.5) 式 完全 相同 形式 , 也 就 是 证 明了 量子 体系 的 配 分 函数 在 高 温 极限 下 过 滤 到 经 
上 典 配 分 函数 . 
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第 1 章 我 们 已 讲述 了 量子 统计 力学 的 基本 理论 , 从 本 章 开始 , 将 讨论 如 何 用 这 
些 理论 去 研究 各 种 统计 力学 体系 . 与 经 典 统计 力学 相对 应 , 在 量子 统计 中 最 简单 的 
体系 为 量子 理想 体系 ,尽管 这 些 体系 是 理想 化 的 , 对 这 些 体系 的 研究 , 既 能 使 我 们 
获得 必要 的 数学 技巧 , 而 且 在 自然 界 中 有 不 少 实际 问题 , 在 一 定 的 条 件 下 , 可 以 被 近 
似 地 看 成 理想 体系 , 能 得 到 与 实验 基本 一 致 的 结果 . 因而 对 这 些 体系 的 研究 是 十 分 
有 用 的 . 


21 引言 


所 谓 理想 体系 , 就 是 组 成 体系 的 粒子 之 间 可 以 近似 地 被 看 成 没有 相互 作用 , 这 
样 的 体系 称 为 理想 体系 . 这 里 所 说 的 粒子 是 一 个 广义 的 概念 , 可 以 是 单个 粒子 如 电 
子 、 质 子 等 , 也 可 以 是 有 内 部 自由 度 的 粒子 如 原子 、 分 子 、 甚 至 还 可 以 是 粒子 的 某 
个 自由 度 . 对 这 样 的 体系 , 总 哈密 顿 量 可 以 写成 


入 = 总 
7 
系统 的 薛 定 谓 方 程 : 
让 go go) = ByY(g1 on)， (2 

考虑 到 哈密 顿 量 的 可 加 性 ， 通过 分 离 变 数 ， 可 将 多 体 问 题 简 化 为 单 体 问题 求解 . 

单 体 苹 定 币 方程 为 
Pd(9) = sd(9)， 

其 中 9 可 以 包括 坐标 、 自 旋 等 所 有 自由 度 . 如 果 已 经 求 得 单 体 问题 的 解 we(g),sc， 


系统 的 总 能 量 可 写成 
E=ei +e2+ = eo. (2.1.2) 
4 


这 里 的 o 为 一 组 量子 数 . 总 的 波 函 数 少 可 由 单 体 波 函 数 和 (9) 以 适当 方式 构成 . 由 
不 同 的 构成 法 可 得 出 不 同 的 统计 法 . 

当 所 讨论 的 粒子 为 可 分 辩 的 粒子 , 两 个 处 于 不 同音 粒子 态 的 粒子 间 的 变换 , 使 
体系 进入 一 个 新 的 微观 态 , 但 相同 单 粒子 态 的 粒子 间 的 变换 并 不 导致 新 的 状态 . 
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系统 的 总 波 函 数 为 
va= [or I tle) (2.1.3) 
j=1 j=mt1 
其 中 (0682,.… mm) 分 别 表示 处 于 单 粒 于 态 1,2,.…,i 的 粒 于 数 , 用 分 布 [ns] 来 表 
示 , mi 满足 条 件 N = 5 ns. 当 给 定 一 个 分 布 {mi} 时 , 系统 总 的 微观 态 数 为 


N! 
niln2l. .nil’ (2.1.4) 
这 些 状态 具有 相同 的 总 能 量 : 
B= > maiei (2.1.5) 


满足 这 些 条 件 的 统计 法 被 称 为 麦克 斯 韦 一 玻 尔 效 曼 统计 . 

在 其 子 力学 中 由 于 全 同性 原理 的 限制 , 全 同 粒子 的 交换 并 不 引起 新 的 微观 态 ， 
当 用 单 粒子 波 函数 组 合成 总 波 函 数 时 , 会 有 对 称 及 反对 称 两 种 . 

定义 一 个 交换 算 符 P, 用 Py 表示 对 多 中 任意 两 个 相 邻 粒子 作 一 次 交换 后 得 
到 的 波 函数 . 如 果 满 足 条 件 : 


Py = 
称 波 函数 对 自 变 基 为 对 称 的, 而 满足 


py 二 { + 老 P 为 偶数 次 交换; 
一 车 P 为 奇数 次 交换 . 


称 波 函 数 少 为 反对 称 的 . 用 ws 及 wa 表示 体系 的 总 波 函 数 为 对 称 及 反对 称 的 , 有 


ws = >》 Pya， (2.1.6) 
p 
WA = 》 jpPyp， (Zr) 
D 
其 中 》 ,表示 对 各 种 可 能 交换 求 和 : 
p 


2 { +1， 车 p 为 偶数 次 交换 ; 
” 【 1， 车 p 为 奇数 次 交换 . 
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反对 称 波 函 数 也 可 以 表示 成 行列 式 形式 : 


pill) $i(2) 1 bi(N) 
i 和 5 eaa 
bll) bi2) 1 hu(N) 


用 对 称 波 函 数 描写 的 体系 , 每 一 单 粒子 态 上 的 粒子 数 m 可 以 为 任意 值 , 即 每 个 
状态 上 可 以 有 任意 个 粒子 , 这 种 统计 法 被 称 为 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 . 凡 自 旋 为 零 或 
整数 的 粒子 , 例如 : 光子 、 声 子 、*He 原子 等 , 均 满足 这 种 统计 , 称 玻 色 子 (bosion). 

由 (2.1.8) 式 所 示 反 对 称 波 函数 可 知 , 当 两 个 或 两 个 以 上 粒子 处 于 同一 单 粒子 
态 时 , 行列 式 中 相应 的 行 就 变 得 完全 一 样 , 导致 4 = 0, 也 就 是 .wa 满足 泡 利 不 相 容 
原理 . 这 种 统计 称 为 费 米 - 狄 拉克 统计 , 凡 自 旋 为 半 整 数 的 粒子 例如 电子 、 质 子 、 
中 子 及 ?He 原子 等 , 都 服从 这 一 统计 ; 称 为 费 米子 (fermion). 

最 后 需 指出 , 当 粒 子 间 存 在 相互 作用 时 , 系统 总 波 函数 不 能 由 单 粒子 波 函 数 用 
上 述 方法 直接 构成 , 但 总 波 函 数 依然 有 对 称 及 反对 称 性 质 . 
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考虑 体积 为 V, 粒子 数 为 N 的 不 可 分 辨 粒子 组 成 的 体系 , 粒子 间 没有 相互 作 
用 . 体系 在 正则 系 综 里 的 配 分 函数 为 


ZN(T,V) = 》 eeP， (1 
其 中 8 = 1/kT, 求 和 是 对 量子 态 进 行 ,， B 是 对 应 于 第 n 个 状态 的 能 基本 征 值 .为 
计算 方便 , 可 以 将 对 基 子 态 求 和 换 成 对 能 级 求 和 . 令 体系 对 应 于 能 级 5; 的 简 并 度 为 


C(Bi), 则 
ZN(T,V) = DC(Bi)e-h®, (2.2.2) 


肋 是 体系 的 第 i 个 能 级 , 也 可 以 用 单 粒子 能 量 来 表示 : 


Ei= Dnxexr, (2.2.3) 
k 


其 中 mk 为 单 粒 子 能 态 ex 中 的 粒子 数 , 满足 条 件 : 
> = 人 (2.2.4) 
k € 
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为 了 计算 简 并 度 C(Ei), 可 以 这 样 考虑 : 能 满足 总 能 量 为 Bi 的 , 可 以 不 止 一 种 
分 布 , 而 当 给 定 一 个 分 布 {ni} 时 , 又 可 以 对 应 体系 的 不 止 一 种 状态 , 我 们 让 这 样 的 
状态 数 为 g, 因而 C(E) 应 是 对 满足 能 量 为 Bi 的 各 种 可 能 分 布 求 和 所 得 到 的 结果 : 


C(Bi) = > ‘g{nx), (2.2.5) 
{nd 


(2.2.5) 式 >》 表示 求 和 是 在 满足 条 件 (2.2.3) 式 及 (2.2.4) 式 下 进行 , 而 gfnk} 则 是 
对 给 定 分 布下 的 统计 权重 . 对 玻 尔 效 曼 统 计 , 由 于 讨论 的 是 不 可 分 辨 粒子 , 有 


1 
g{nx} = I (2.2.6) 
对 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 及 费 米 - 狄 拉克 统计 , 由 于 粒子 是 不 可 分 辨 的 , 粒子 间 
的 任何 交换 都 不 导致 新 的 量子 态 , 所 以 有 


g{nk}B.e. =1, ngk=0,1,2,.... (2.2.7) 
g{nx}p.p. = { | sm (2.2.8) 


首先 讨论 玻 尔 兹 曼 统计 下 的 基 子 理想 体系 . 由 (2.2.2),(2.2.5) 及 (2.2.6) 可 得 
1 
Zn(T'V)= > > ‘Texp( -BY nner ), 
mom) 


士 式 右边 第 二 个 求 和 是 在 满足 总 能 量 条 件 (2.2.3) 下 进行 , 而 第 一 个 求 和 则 是 对 各 
种 可 能 的 能 级 求 和 , 因而 可 以 取消 对 沁 中 能 基 条 件 的 限制 , 也 不 需要 再 对 能 级 求 
和 , 上 式 成 为 
是 
ZN(T,V)= 乞 Te 人 -Dme) (Zr* 一 ~) 
利用 多 项 式 展开 定理 , 有 
1 N 
ZN(T,V)= 一 Be 
one 


-页 [aeor 
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当 体 积 Y 一 co 时 , 上 式 求 和 可 以 用 积分 表示 (有 关 求 和 换 成 积分 的 过 程 , 可 见 2.3 
节 中 的 论述 ): 


an N= De 到 ma 人/ oee ?ge 
=V/X, (2.2.9) 
其 中 入 =h/(2xmkT)!/? 称 为 粒子 的 平均 热 波长 . 
ZN(T,V) = 方 (和 
也 可 以 得 出 系统 的 巨 配 分 函数 : 


S(z,T,V) = zzv， V) = ezV/ (2.2.10) 
n=0 
有 了 体系 的 配 分 函数 或 巨 配 分 函数 , 就 可 以 得 出 系统 的 全 部 热力 学 函数 . 
ee (nx). 为 了 避免 混 
消 , 将 配 分 函数 中 的 类 用 s 来 表示 ， US 
(nk) = 3 “Ta 人 Beonos, 


{na} 
其 中 沁 ' 表示 求 和 满足 条 件 > ,ns = N. 为 了 便于 计算 , 将 上 式 中 = 大 及 s 关 人 分 
别 写 出 : 


1 -pek(nk-) 
(ng) = 寺 s-p 5 -peons 
re | 
3 天 大 
令 
ns, sk; 
Re { z 
ns—1, 8s= 
则 
Dn =N-1, 
3 
于 是 上 式 成 为 
未 
(nx) = eBer [ee 
2 人 Tl! 二 
s 


.54. 
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1 
令 二 
1 


(ng) = ere-peu. (2.2.11) 


对 玻 色 及 费 米 统计 , 可 将 (2.2.7) 及 (2.2.8) 式 写成 一 个 式 子 : 


计算 体 


对 玻 色 子 


对 费 米子 


仿 


(2.2.15) 式 中 


mi = 0,12……， 玫 色 子 ; 


g{ni} =1 0 费 米子 (2.2.12) 
系 的 巨 配 分 函数 , 与 以 上 过 程 类 似 的 有 
S= > De NPEwn 
Nn 
= DD CBN)erew -ev 
N Ein 
-TEE |.") -sDme)| 
N En {nk} K 长 
= Ie tm 
{ne} 大 
-II (5 et ) = IIs. 
k 大 
也 = De a 三 和 (2.2.13) 
1 
= De (tom)ne = 1 +e (ethen), (2.2.14) 
ng=0 
C=In3(z, V, T) = Dns 
去 ; 


bh z = e “, 称 为 易 逸 度 . 由 第 一 章 的 热力 学 公式 , 可 以 计算 粒子 数 的 了 


区 
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均值 : 


ee 1 一 ， 臻 色 了 予 ; 
ep Fl +， 费 米子 , 


形式 上 可 将 三 种 统计 所 得 的 粒子 数 平均 值 用 统一 的 形式 表示 出 来 : 
一 1， B-P 统 计 ; 
1 ya 


(ng) = 05 二 0 0， M-B 统 计 ; 


十 1， F-D 统 计 . 


将 (nk) 用 曲线 来 表示 , 见 图 2.2.1. 


(1m) 


"Em , seh 


-2 A 0 2 3 ”好 
图 2.2.1 基 子 理想 体系 中 粒子 数 平均 值 
. 1. 典 米子 ; 2. 玻 色 子 ; 3.M-B 粒子 
从 曲线 的 比较 中 可 以 看 出 : 
(1) 费 米 统计 的 平均 粒子 数 (nx) 总 是 小 于 1, 这 是 由 泡 利 原理 所 决定 ; 


(2.2.16) 


(2) 玻 色 统计 的 粒子 数 分 布 曲 线 有 一 渐 近 值 , 说 明 对 任何 k, 有 1 < ex, 否则 粒 
子 数 为 负 值 , 是 没有 物理 意义 的 . 当 为 的 最 小 值 , 例如 eo 时 , 平均 粒子 数 会 变 


得 很 大 , 这 就 是 我 们 在 以 后 要 讨论 的 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 的 状态 ; 


(3) 当 exp[(ek 一 办/kT] > 1 时 ,三 种 统计 的 差别 就 消失 , 都 可 用 麦克 斯 


兹 曼 统计 来 表示 : 


(nk) M.B = (so) cc e-e/eT， 


上 - 玻 尔 


这 就 是 经 典 统计 的 结果 , 因而 可 以 将 玻 尔 兹 曼 统计 看 成 是 玻 色 统计 及 费 米 统计 的 经 
典 极限 . 这 状态 出 现在 高 能 区 , 换 一 种 说 法 , 当 (= 一 1)/kT 值 较 大 , 要 求 系统 的 化 学 
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势 是 负 的 , 且 数值 较 大 , 这 意味 着 z 比 1 小 得 多 ; 也 进一步 等 效 于 


3 
地 <1 (2.2.17) 


说 明 在 这 条 件 下 , 量子 体系 将 趋 于 经 典 极限 . 


2.3 ”理想 玻 色 气体 


理想 正 色 气体 及 理想 费 米 气 体 是 景 子 统计 力学 中 两 个 十 分 重要 的 体系 , 被 十 分 
广泛 地 应 用 于 各 种 具体 物理 问题 中 . 除 上 节 已 给 出 的 一 些 基本 结果 外 , 有 必要 作 进 
一 步 的 讨论 . 从 本 节 开 始 , 这 一 章 的 其 余部 分 将 对 这 两 个 体系 及 其 应 用 作 深入 的 论 
述 . 


由 (2.2.17) 式 可 知 , 对 这 样 两 种 体系 的 研究 , 较 好 的 办 法 是 用 六 2 作为 参数 ， 
对 其 取 值 的 不 同 范围 分 别 进行 讨论 . 

令 = Y, 当 nX3 一 0 的 极限 , 体系 的 各 种 性 质 趋 于 经 典 的 情况 , 被 称 为 非 简 
并 的 ; 当 nX3 < 1 但 又 不 能 完全 忽略 时 , 体系 的 各 种 性 质 与 经 典 情况 有 明显 的 差别 ， 
且 两 种 统计 也 有 差别 , 被 称 为 弱 简 并 的 ; 当 nX3 ~ 1 时 , 体系 的 性 质 表现 出 典型 的 最 
子 效应 , 出 现 很 多 新 的 现象 , 被 称 为 强 简 并 的 . 

考虑 NN 个 全 同 玻 色 子 组 成 的 无 相互 作用 气体 ， 体积 V= 3, 自 施 s= 0. 系统 
的 哈密 顿 量 : 


站 2 有 庆 
4= 六 = -mv (2.3,1) 
相应 的 薛 定 廖 方程 为 本 
-2 (7) = ep(r) (2.3.2) 
采用 周期 性 边界 条 件 , 得 
Bk(T) = 六 E 一 (2.3.3) 
其 中 ， 
k= (ki, ho, ka) = n= Fn, na); 
ni 一 0, 土 1, 十 2,. 


对 玻 色 统计 (2.2.15) 式 有 
— DIn(l— ee-be:). 
大 
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当 体积 V 一 co 时 , 粒子 的 能 级 成 为 连续 的 , 在 实际 体系 中 , Y 与 微观 体积 相 
比 是 一 个 大 数 , 因而 能 级 可 以 近似 看 成 连续 的 , 将 (2.3.4) 式 的 求 和 换 成 积分 来 表示 ， 


即 作 如 下 变换 : 
(0) = .ae)de， (2.3.4) 
其 中 ale) 为 粒子 的 能 态 密度 , 其 函数 形式 取决 于 能 谱 结构 . 对 自由 粒子 , 其 能 谱 为 
Pp 
<(D) 一 2mm” 
加 v4 dnV 
Ze = DP) = me 
可 得 能 态 密 度 为 
ale) = 0 = 2 (2m)Yse?. (2.3.5)、 


由 (2.3.4) 式 、(2.3.5) 式 及 (2.2.15) 式 得 


~ 《= -om 人/ In(1 ~ ze-pe)el/2de. (2.3.6) 
四 0 


用 完全 类 似 的 方法 ， 可 将 总 粒子 数 表示 式 写 成 
N=》 (nk) 
大 
V A oo 1/2 
2 (om) / a (2.3.7) 
由 (2.3.5) 式 可 看 出 , 当 体系 处 于 基态 时 , 即 eo = 0 时 , 有 a(e) = 0. 这 结果 显 
然 是 不 正确 的 , 根据 量子 力学 , 非 简 并 的 单 粒子 态 能 态 密度 应 为 1， 因 而 当 我 们 用 


(2.3.5) 式 将 求 和 换 成 积分 而 导出 (2.3.6) 式 及 (2.3.7) 式 时 , 在 so = 0 的 状态 亦 会 出 
现 错误 , 为 此 我 们 将 (2.3.6) 式 及 (2.3.7) 式 中 eo = 0 的 状态 单独 列 出 , 改写 成 


2 32 /™ -pev el/21- 
《= -2m) * ln(1 ~ ze™ )e de 一 全 到 (2.3.8) 
0 
2rY SA dk Z 
N= 2 (mn 人/ 1 (2.3.9) 


在 (2.3.8) 式 和 (2.3.9) 式 中 , 只 要 z 不 严格 等 于 1, 由 于 被 积 函数 中 e122 项 , 使 
积分 在 s = 0 时 没有 贡献 . 对 这 两 式 作 变数 变换 , 令 


z= pe. 
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代入 (2.3.8) 式 和 (2.3.9) 式 , 进行 分 部 积分 , 得 


3/2 .3/2. 
= 加 ( 鹤 ) 六 23/2dz 三 下 二 动 


-ler 1 


V 
be 元 95/2(2) 一 In(1 一 2)， 


N 2 /2 < zl/2dz 上 
hs\p oz-ler—l 1-z 


= R93/2(?) 十 


1-z 
其 中 ， 1 ree un-ld 
m= / Se Oz<1 
称 为 玻 色 - 爱 因 斯 坦 积 分 , T(n) 为 伽 马 函数 ， 
有 了 《后 , 可 求 得 热力 学 函数 : 
系统 内 能 U: Bc 


5 六 
VU=- 志 = 3 并 疯 gojz(a)， 


压强 P: 


P= 5 
在 对 各 种 不 同 简 并 状态 进行 深入 研究 之 前 , 简 述 一 下 玻 色 - 爱 因 斯 坦 积分 的 主 


(2.3.10) 


(2.3.11) 


(2.3.12) 


(2.3.13a) 


要 性 质 . 
由 (2.2.16) 式 可 知 , ze-* = e408 < 1 将 (2.3.12) 中 被 积 函 数 写成 级 数 展开 形 
式 :， 
1 nN ~ 一 2 
oo=T dz 2 六 
令 
=iz, 
并 注意 到 
ep 
rm=/ ea dz, 
代入 (2.3.13a) 可 得 


(2.3.13b) 
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可 以 看 出 gn(z) 是 z 的 单调 递增 函数 , 若 z > 1 则 级 数 发 散 . 对 n> 1, 有 


gD = Dn) (>). (2.3.14) © 
{=1 
(nm) 为 Riemann-Zeta 函数 , 当 n < 1 时 , gn(1) 发 散 . 由 (2.3.12) 读者 很 容易 证 明 : 
gn-1(z) = 涝 [m9| = ie l (2.3.15) 


根据 以 上 性 质 , 可 以 画 出 gay2(z) 的 函数 曲线 , 见 图 2.3.1. 
. Ee 


2.612 


图 2.3.1 ga/2(z) 函数 
当 z = 1 时 , gs/2(z) 达到 极 大 值 , 为 


93/2(1) = 6(3/2) = 2.612.….. 
下 面 讨论 在 弱 简 并 与 强 简 并 情况 下 理想 玻 色 气体 的 性 质 : 
1， 弦 简 并 mnX3<1 


按 本 节 开 始 时 所 指出 的 , 弱 简 并 意味 着 nX3 < 1, 从 对 图 2.2.1 的 讨论 及 (2.2.17) 
式 得 出 , 这 条 件 等 价 于 z < 1. 方程 (2.3.10) 及 (2.3.11) 中 第 二 项 来 自 于 基态 的 贡 
献 , 当 z 宇 1 时 , 可 以 略 去 这 一 项 直接 表示 成 


C= (V/X)gs/2(2), (2.3.16) 

N = (V/X3)gs/2(2). (2.3.17) 

用 No 表示 基态 粒子 数 , N 为 体系 总 粒子 数 , 比较 (2.3.11) 与 (2.3.17) 式 不 难看 出 
No = 四 = 0(1), 即 : 

No <N. (2.3.18) 


这 结果 说 明 在 弱 简 并 的 情况 下 , 基态 的 粒子 数 比 总 粒子 数 小 得 多 . 
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令 
4 = nN = g3/2(2). 


这 时 玻 色 积分 可 用 级 数 展开 式 (2.3.13) 来 表示 : 


四 
y= SD BE =?+ Da +， (2.3.19) 
2 了 


将 z 表示 成 y 的 级 数 形式 : 
z=by+ by +... 


代入 (2.3.19), 令 y 的 同 次 宕 系数 相等 , 得 出 z 的 表示 式 为 


2 一 2 一 hay + (i) (2.3.20) 
将 (2.3.20) 式 代入 (2.3,16) 式 , 便 得 到 用 位 力 展 开 形式 表示 的 体系 的 状态 方程 : 
oo 3\1L-1 
地 = 2a(S) f (2.3.21) 
其 中 v 三 1/n,a 为 位 力 系数 : 
Ql=1, 
a2 = - 芭 = —0.17678,. 


2 1 
A Np | 
3 (二 引 


利用 热力 学 关系 , 得 到 系统 的 比 热 : 
全- 让 (加 ,~ 沪 己 (3) 
=3h+ooss(S + 00066 人 (二 +00004 (SE) +] (2.3.22) 


这 是 在 弱 简 并 情况 下 的 热力 学 函数 ， 当 了 一 ce 时 , ns 一 0, 由 (2.3.21) 及 
(2.3.22) 式 得 


P=nkT 及 Cv= BNk, 


这 是 我 们 熟知 的 经 典 理想 气体 的 结果 , 也 就 是 理想 臻 色 气体 的 经 典 极限 , 称 为 非 简 
并 状态 . 
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比较 两 者 的 结果 ( 见 图 2.3.2) 可 以 看 出 , 弱 简 并 的 理想 玻 色 气体 与 经 典 理想 气 
体 相 比 , 比 热 是 增加 的 , 而 压强 是 减 小 的 . 从 物理 上 看 , 相当 于 在 玻 色 体系 的 粒子 间 
存在 某 种 吸引 力 , 但 我 们 讨论 的 是 理想 臻 色 气体 , 粒子 间 不 存在 任何 实际 的 相互 作 
用 , 因而 这 种 吸引 力 是 来 自 于 波 函 数 对 称 性 的 要 求 , 称 为 “有 效 吸引 力 ”, 这 是 典型 
的 量子 效应 。 
Pp 


OW Nk 


— T/Te 
图 2.3.2 理想 玻 色 气体 压强 、 比 热 与 温度 的 关系 


2. 强 简 并 n 和 3~1 

随 着 了 下 降 , nX3 增加 也 就 是 z 增加 , 以 致 > 可 以 无 限 接近 于 1, 这 时 (2.3.21) 
及 (2.3.22) 式 不 适用 了 , 必须 直接 从 (2.3.10) 及 (2.3.11) 式 出 发 去 讨论 . 

就 (2.3.10) 式 而 言 , 因 z 恒 等 于 No/(No+1), 因而 (2.3.10) 式 中 第 二 项 -In(1-z) 
等 于 ln(1 + No), 至 多 具有 (N-!InN) 的 量 级 , 所 以 对 任何 z 值 , 这 一 项 均 可 忽略 , 可 
用 (2.3.16) 式 代 将 . 

由 (2.3.11) 式 可 得 体系 处 于 激发 态 的 粒子 数 Ne: 

N= V mA) 2). (2.3.23) 
由 (2.3.14) 式 给 出 在 z 的 物理 区 域 (0 < z < 1),g3y2(z) 有 极 大 值 为 932(1) = 2.612， 
所 以 对 所 有 有 意义 的 z 值 来 说 : 


93/2(2) < 6(3/2). (2.3.24) 
换言之 , 对 给 定 的 VT 了 来 说 , 激发 态 所 允许 有 的 最 大 粒子 数 为 有 限 值 : 


2rmkT)3/2 [3 
Neg re 人 ( 引 = (No)max; (2.3.25) 


此 时 基态 粒子 数 的 最 小 可 能 值 为 


N=N- [re ce 由. (2.3.26) 
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如 果 N< (Ne)max; 则 所 有 粒子 均 可 处 于 激发 态 , 而 当 N > (Nejmax 时 , 必然 有 一 部 
分 粒子 将 处 于 基态 . 此 时 若 固定 V, 改变 7, 随 着 了 下降 , (N。)max 的 值 亦 下 降 , 最 
后 当 了 一 0 时, (Ne)max 一 0. 则 


lm Ne — 0; lnmM 一 人 


说 明 当 体系 处 在 很 低 的 温度 下 , 将 会 有 大 量 粒子 处 于 基态 上 , 这 种 现象 称 为 玻 色 - 爱 
因 斯 坦 凝 聚 . 从 (2.3.25) 式 的 分 析 中 也 可 看 出 , 对 给 定 粒 子 数 N, 改变 温度 T, 当 人 
为 某 值 , 例如 了 = Tc 时 , 可 以 有 


(2xmkTo)3/? 
hs 4 


N= (Ne)max =V (3/2) 1 (2.3.27) 


温度 Te 称 为 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 的 转变 温度 . 所 以 产生 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝聚 的 条 件 
就 是 
h2 | N 区 
VC(3/2) 
转变 温度 Te 决定 于 粒子 的 质量 mn 及 密度 N/V. 
图 2.3.3 画 出 了 粒子 数 (No/N) 及 (No/N) 随 温度 变化 的 曲线 ,与 这 曲线 相对 
应 , 可 以 用 不 同 温度 区 , 体系 所 处 的 不 同 “ 相 ”来 描述 体系 的 状态 : 


责 生 区 (2.3.28) 


二 gmk 


10 仆 、NyN N/N 


0 uk 
10 (本 


图 2.3.3 JNo 及 Ne 随 温度 变化 曲线 


(D 一 个 为 气相 , 由 激发 态 粒子 组 成 , 允许 最 大 粒子 数 Ne = N(TVTe)/2， 

(2) 另 一 个 是 凝聚 相 , 由 基态 粒子 组 成 , 粒子 数 No = N - Ne. 

T 了 > Te: 所 有 粒子 处 在 激发 态 , 称 系统 处 于 气相 ; 

0 < 了 < Tc: 体系 为 两 相 混合 ; 

工 一 0 时: 气相 粒子 数 降 到 0, 体系 以 单纯 凝聚 相 存在 . 

下 面 我 们 讨论 > 的 变化 . 由 于 (1/nXs) 正比 于 Ts/2 故 z 随 了 的 变化 与 2 随 
1/nX 变化 的 函数 关系 是 一 致 的 。 
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当 0<T< Tce,0 < 1/nX3 < 1/2.612, 由 方程 (2.3.11) 得 


No  ， 工 
2 二 
在 转变 温度 Tc 以 下 , No 是 很 大 的 数 , 有 z ~ 1; 
当 T > Tc, (1/nX3) > (1/2.612), 此 时 z 的 值 由 


g3/2(2) = mA3 < 5(3/2) = 2.612 


决定 , 所 以 z < 1. 
当 T > To, (1/nXs) > 1 此 时 g3y2(z) 之 1, 由 方程 (2.3.13) 得 


Zo g3/2(2) <1. 


因此 在 渐 近 区 可 有 z s mA 也 就 是 经 典 极限 的 结果 . 
根据 上 述 分 析 , 画 出 z ~ 1/nX3, 曲线 (图 2.3.4). 


zh 


1.0 
| 
0.5 上 | 
| 


| 1 
1/2.612 10 


图 2.3.4 理想 玻 色 气体 z 与 ma 的 函数 关系 
最 后 我 们 讨论 一 下 理想 玻 色 气体 的 热力 学 函数 . 
当 体系 v 固定 时 , T < Tc 时 压强 随 温度 的 变化 可 由 (2.3.16) 式 决定 (注意 


zo 1): 


Pe /a 


PCD = 知 6G6/9) 


体系 的 压强 与 v 无 关 . 当 工 = Tc 时 ,为 


3/2 
Pro) = (We) ro)"cts/2). (2.3.29) 


由 转变 温度 To 的 表达 式 得 


PUTc) = 2 (Yure) ~ os (Tare). (2.3.30) 
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可 以 看 出 , 在 转变 温度 时 理想 玻 色 气体 的 压强 约 为 同 温度 下 经 典 理想 气体 的 一 
当 工 > Te 时 , 可 由 (2.3.16) 及 (2.3.17) 式 决定 : _ 
_ N, 95/2(2) 
P(T)= Vg) 全 (2.3.31) 


让 


而 代 光 Te 时 , 压强 可 用 位 力 展开 (2.3.21) 式 表示 , 了 -co 时 , 压强 站 于 经 典 值 
他 A7. 根据 以 上 分 析 可 以 画 出 (P ~ 7) 册 线 ( 见 图 2.3.5) 图 中 虚线 表示 (2.3.29) 
式 的 曲线 , 这 是 产生 总 到 的 转变 线 (7 < 7b 时 )， 线 上 表示 两 相 共 存 的 状态 , 线 的 右 
边 代表 气相 , 左边 则 是 体系 不 能 达到 的 状态 . 


PV/NKT, 


¥ 2 a TY 


图 2.3.5 压强 随 温度 变化 曲线 
根据 热力 学 函数 的 普遍 表达 式 可 得 到 体系 的 比 热 . 当 < Te 时 有 


15 v 
NE = 44(5/2) 5 (2.3.32) 


可 见 比 热 是 与 T3/2 成 比例 , 当 了 一 0,0v 一 0. 在 T=7Tc 时 
Cv _ 15C(5/2) 


， 项 = 节 印 厅 = 1.925, , (2.3.33) 
这 值 比 经 典 值 大 得 多 . 
而 > Te 时 可 得 到 
Cy 15 v 9g93/2(2) 
NE 95/2(2) 5 一 4 91/2(2) 5 (2.3.34) 


当 温 度 从 Te 两 边 趋 近 于 To 时 , 从 (2.3.22) 式 及 (2.3.34) 式 可 看 出 , 比 热 是 连续 的 . 
这 是 由 于 当 了 一 Tc +0 时 , z 一 1, 而 g1y2(z) 为 发 散 的 , 所 以 (2.3.34) 式 第 二 项 趋 


于 0, 得 
( i Co ， 
Nk 0 NE/ 0 
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进一步 计算 直接 可 以 得 出 , 在 Tc 点 比 热 的 导数 为 不 连续 的 : 


人 ) (党 ) 
OT /rro-o O07 J rrot0 


= 六 [ep = 260653 (2.3.35) 
将 现在 所 得 的 结果 与 弱 简 并 情况 相 联 系 , 可 以 画 出 完整 的 比 热 曲 线 (图 2.3.6). 


CWAK 


1.925 


1.5 


| 
| 

| 

| Cy a™ T/T 
图 2.3.6 理想 玻 色 气体 比 热 随 温度 变化 曲线 


从 图 2.3.6 中 的 曲线 及 方程 (2.3.35) 都 显示 出 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝聚 是 相 变 过程 ， 
按照 热力 学 关于 相 变 的 定义 , 玻 色 凝聚 属 三 级 相 变 . 有 关 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 的 更 严 
格 的 讨论 可 见 文献 [2.1]. 

需要 指出 的 是 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 在 形式 上 有 点 类 似 于 液 气 相 变 , 但 实际 上 这 
两 者 有 着 本 质 上 的 差异 , 表现 在 : 

(1) 液 气相 变 来 源 于 分 子 间 的 作用 力 , 即 范 德 瓦 耳 斯 力 ; 而 理想 玻 色 气体 粒子 问 
没有 相互 作用 力 , 这 种 凝聚 来 源 于 体系 的 量子 力学 效应 . 

(2) 液 气 相 变 发 生 在 坐标 空间 , 属 一 级 相 变 ; 而 玻 色 凝聚 是 粒子 凝聚 到 = 0 的 
状态 , 也 就 是 这 一 凝聚 发 生 在 动量 空间 , 属于 三 级 相 变 . 

自从 1924 年 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 理论 提出 来 后 , 从 实验 上 去 证 实 这 一 凝聚 的 存 
在 , 长 期 以 来 一 直 是 人 们 十 分 感 兴趣 的 课题 . 

实验 上 发 现 液 氨 在 低温 下 产生 相 变 , 当 温度 人 > 2.19K 时 为 正常 相 , 称 为 He 1 
而 了 < 2.19K 时 为 超 流 相 , 称 为 He I. HeI 与 He I 之 间 转 变 的 比 热 曲 线 非 常 类 似 
于 焉 色 凝聚 的 比 热 曲 线 ( 见 图 2.3.7), 因而 伦敦 在 1938 年 提出 液 所 的 这 种 相 变 就 是 玻 
色 凝 聚 . 按照 这 一 观点 , 以 液 氮 的 有 关 参 数值 m = 6.65 x 10-24g. V = 27.6cm3/mol 
代入 Te 的 表达 式 , 可 得 液 氨 的 转变 温度 Te = 3.13K, 这 结果 与 实验 值 有 一 定 差异 ; 
其 他 一 些 物理 量 与 温度 的 关系 , 实验 同 理论 结果 相 比 亦 有 不 同 ; 实验 上 “He 的 相 变 
属 二 级 相 变 , 而 玻 色 凝聚 则 是 三 级 相 变 ， 伦 敦 曾 提出 在 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝聚 的 理论 
中 , 考虑 到 粒子 间 的 相互 作用 , 会 改善 实验 与 理论 的 一 致 性 , 但 缺乏 严格 的 证 明 . 
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由 于 在 实验 上 实现 玻 色 凝聚 的 条 件 非 常 苛刻 , 它 要 求 体 系 的 密度 很 高 , 温度 又 
极 低 , 因此 几 十 年 来 都 未 能 实现 这 一 愿望 . 直到 20 世纪 末 随 着 新 技术 的 不 断 出 现 ， 
特别 是 激光 技术 的 飞速 发 展 , 使 从 实验 上 实现 这 种 凝聚 才 成 为 可 能 . 经 过 整整 70 年 
的 不 断 努 力 , 终于 在 1995 年 由 美国 物理 学 家 孔 .A. Coruell 和 C.E.Wieman223 在 比 
绝对 零度 (-273.16C) 仅 高 一 千 七 百 亿 分 之 一 的 超低温 下 , 用 锦 原 子 实现 了 玻 色 - 爱 
因 斯 坦 凝 聚 , 几乎 与 此 同时 , 由 W .Ketterle 领导 的 麻 省 理工 学 院 的 研究 组 ?站 用 
钠 原子 (2Na) 进行 了 同样 成 功 的 实验 . 为 此 他 们 三 人 获得 了 21 世纪 的 第 一 个 诺 贝 
尔 物理 奖 . 


/ea gr eK') 
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图 2.3.7 “He 比 热 的 实验 曲线 

在 实验 上 实现 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝聚 , 除了 验证 原 有 的 理论 外 , 作为 一 种 新 的 物质 
状态 , 研究 其 自身 的 物理 性 质 以 及 所 包含 的 物理 过 程 , 本 身 就 具有 重大 的 科学 意义 . 
同时 , 还 可 以 通过 研究 这 种 系统 去 认识 、 检 验 自然 界 的 一 些 规律 , 探索 新 的 科学 规 “ 
律 . 因而 对 鼻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 的 研究 已 成 为 当前 的 一 个 热门 的 研究 领域 


2.4 光子 统计 


息 色 - 爱 因 斯 坦 统计 的 一 个 重要 应 用 是 光子 统计 问题 , 即 黑体 辐射 的 平衡 性 质 . 
所 讨论 的 是 在 体积 为 V, 温度 为 了 的 空 腔 中 达到 平衡 的 电磁 辐射 对 这 个 问题 , 历 
ddd 


(1) 将 体系 看 成 是 能 量 为 (ns 十 Bi 的 鞭子 化 谐振 子 的 集合 , ns 是 振子 能 级 
的 基 子 数 , ns = 0, 1 2 ;ws 是 振子 的 角 频 率 ; 

(2) 将 体系 看 成 是 全 同 粒子 一 一 光子 组 成 的 气体 , 光子 能 量 为 jw, 相应 辐射 
模式 的 角 频率 为 ws 

先 简 述 一 下 第 一 种 观点 , 除了 相差 振子 的 零点 能 外 , 这 就 是 普 朗 克 的 黑体 辐射 
理论 . 而 零点 能 对 体系 的 热力 学 性 质 并 不 重要 ,由 于 频率 ww 不 同 而 彼此 为 可 分 辩 
的 振子 组 成 的 体系 应 遵循 玻 尔 效 曼 统计 , 按照 普 朗 克 理论 , 频率 ws 的 振子 的 平均 能 


2.4 光子 统计 :6 


量 为 
exp(jios/KT) 一 1 


在 频率 为 (w,w + dw) 区 间 内 的 振动 方式 数 为 
二 2 2 
2 全) ad 人) = 2, ， (2.4.2) 


其 中 c 为 光速 , 因子 2 来 自 于 横 模 的 两 种 振动 模式 . 在 频率 为 (w,w+ dw) 内 的 能 量 
密度 为 


(es) = 4D) 


3 
u(w)dw = Tt 
这 就 是 著名 的 普 朗 克 黑 体 辐射 公式 . 

第 二 种 观点 是 由 玻 色 、 爱 因 斯 坦 所 建立 的 , 也 就 是 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 的 来 源 . 

1924 年 玻 色 首先 提出 黑体 辐射 是 光子 理想 气体 的 观点 , 他 研究 了 “光子 在 各 种 
能 级 上 的 分 布 ” 问题 , 亦 就 是 “同时 由 n 个 光子 占有 能 级 es(= jiws) 的 概率 ”以 及 
“ns 和 es 的 平均 值 ”等 问题 , 能 级 的 统计 就 是 玻 尔 效 曼 统 计 , 得 到 


(2.4.3) 


bp nsexp(—nshws /kT) 
(ns) = 一 一 一 
> exp(—nshws /kT) 
n=0 
1 


= exp(hws /kT)—1 (2.4.4) 


和 


(es) = hws (ns) = (2.4.5) 


BRT 一 二 
这 结果 与 (2.4.1) 式 的 结果 一 致 . 玻 色 还 利用 了 “ 相 空间 相关 区 域 的 体积 ”与 动量 处 
于 (iuy/c hw 十 dw)/e) 区 间 的 光子 态 数 之 间 的 联系 , 得 到 


2 
oo 
_ Vw?dw 
= - 翅 玉 . 
由 (2.4.5) 及 (2.4.6) 式 玻 色 得 到 了 普 朗 克 分 布 公式 . 但 鼻 色 的 理论 是 不 完善 的 , 在 
他 所 实行 的 能 级 本 身 的 统计 方法 中 , 没有 贯彻 光子 统计 的 概念 . 爱 因 斯 坦 进一步 发 
展 了 这 一 理论 , 他 将 光子 和 能 级 两 者 的 统计 一 并 考虑 , 指出 主要 的 事实 是 光子 为 不 
可 分 辨 的 , 在 给 定 的 体积 中 , 光子 数 是 不 确定 的 , 也 就 是 在 讨论 光子 统计 时 , 固定 一 
个 N 值 的 约束 条 件 不 存在 . 


(2.4.6) 
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根据 这 些 考虑 , 可 以 推导 出 光子 统计 . 其 推导 过 程 与 2.3 节 开始 时 的 推导 完全 
相同 , 只 要 注意 到 总 光子 数 N 不 确定 的 条 件 相当 于 化 学 势 y = 0 即 可 . 由 此 可 得 理 
想 光子 气体 的 结果 : 


a EE 
(mi) = EPE (2.4.7) 
， 巨 配 分 函数 : ， 
SS=— Dn nd (2.4.8) 
总 粒子 数 方程 : 
N= (no)=》 -A Li 一 ， (2.4.9) 


这 些 结果 与 z= 1 RE 总 粒子 数 N 不 再 是 给 定 的 
宏观 条 件 , 当 体 系 平衡 时 , 平衡 数 六 由 自由 能 极 小 的 条 件 决定 : 


[( 茹 ) | VT Sy (2.4.10) 


由 (2.4.10) 即 可 得 到 /= 0 或 z = 1， 
可 以 导出 理想 光子 气体 的 一 系列 热力 学 函数 ， 当 体系 V 一 co 时 , 可 将 (2.4.8) 
式 求 和 换 成 积分 , 考虑 到 光子 能 谱 为 e = cp, 得 态 密度 为 


ale)de = erde. (2.4.11) 
所 以 上 
In35=— ys e2ln(1 -epe)de， 
c) Jo 
分 部 积分 , 作 变 数 变换 令 z = fe, 得 
5 
ns = BG (TY, (2.4.12) 
或 写成 压强 的 形式 : ， 
P= 了 (RT) ~ TE. (2.4.13) 
其 他 的 热力 学 函数 也 同样 可 得 到 ， 
8nV /™ esde _ 8n5V (kT) 
SS hj | 远 2= ， (Ce) 
P=-PV -EVD ly, (2.4.15) 


45 (hs 3 
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UF 32n5 kT 
s= - 王 a (2.4.16) 
05 32n5V KATS 
Ov= 7( 星 ),- = I ho (2.4.17) 
能 基 密 度 的 频谱 分 布 , 可 直接 由 (2.4.14) 式 的 被 积 函数 得 到 
3, 
uw, T)dw = ,Da, 一 和 
3, 
= 二 (2.4.18) 
这 就 是 普 朗 克 的 分 布 函 数 ， 
下 面 我 们 导出 黑体 辐射 中 的 几 个 主要 定律 ， 
当 频 率 很 低 , 即 hv < kT,( 令 z=jiw/kT), 由 oe* 心 z+1 得 
u(w, T)dw ~ oa = 2dy, 
所 以 8TK 
dU(w, TD oo 和 或 ulv,T)3 7 (2.4.19) 
这 就 是 瑞 利 - 金 斯 定律 . 
当 频 率 很 高, (lw/kT) > 1,e” 一 1 ~ 7， 
u(w, T)dw % eBhw daw, 
(2.4.20) 


(2.4.20) 式 为 维 恩 定律 . 


.为 了 导出 斯 特 落 - 玻 尔 兹 曼 定律 , 考虑 在 辐射 空 腔 中 开 个 小 孔 , 光子 将 通过 小 孔 


“流出 ”， 
秒 逸 流量 为 


Bi 广 / wf(v)dveduydvs 


设 粒子 速度 分 布 函数 是 f(v), 粒子 密度 为 n, 小 孔 扫 


EE 直 于 z 轴 . 从 小 孔 每 


‘2x pn/2 
= “人 / 让 u(cosg)J(ojozsingdudgdp 
一 0 ,0=! 


3 
= 广 f(v)v dv, 
分 布 f(v) 必须 满足 归 一 化 条 件 : 
人 f(v) .4ru2zduo = 1, 
0 
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用 这 条 件 除 上 式 两 边 , 得 


R= 了 人 
对 光子 有 f(v) = 4.6(v 一 0), 所 以 
R= Annc’, 
Da; 
dnc i 
从 而 有 
一 jne. 


为 了 计算 能 量 逸 流 率 , 即 每 秒 从 小 孔 流出 的 能 量 ， 只 需 将 上 式 粒 子 密度 换 成 能 

量 密度 即 可 , 所 以 每 单位 面积 上 总 辐射 流 率 为 

1U 2h 

一 417 一 0055 

(2.4.21) 式 最 初 由 斯 特 湾 从 实验 中 得 到 , 后 来 玻 尔 兹 曼 从 热力 学 中 导出 这 一 公式 , 称 
为 斯 特 落 - 玻 尔 兹 曼 定律 . 其 中 系数 


不 24 = o74， (2.4.21) 


m2k4 ~ 
?一 00 


称 为 斯 特 湾 常 数 ， 
绝热 过 程 中 炉 不 变 , 由 方程 (2.4.16) 可 得 


VT3 = 常数 . 
考虑 到 方程 (2.4.13) 得 理想 光子 气体 的 绝热 方程 为 
PV4/3 = 常数 


2.5 声 子 统计 


从 固体 物理 学 中 已 经 知道 , 所 谓 声 子 是 固体 唱 格 振动 激发 的 声波 量子 化 以 后 得 
到 的 最 小 能 量 单元 . 讨论 声 子 统计 问题 , 也 就 是 讨论 固体 的 晶 格 振动 问题 , 
在 男 体 物理 中 对 晶 格 振动 问题 采用 简 谐 近似 , 可 以 得 到 系统 的 哈密 顿 量 为 


T 
H= Bo + Dam + wa?), 3 (2.5.1) 
1 


其 中 wili = 1,2,…,3N) 是 体系 简 正 振动 模式 的 特征 频率 , 由 固体 中 原子 间 相互 作 
用 性 质 决定 . 从 (2.5.1) 式 可 看 出 晶体 能 量 是 最 低能 量 $ 与 3N 个 无 相互 作用 的 一 


2.5 声 子 统计 人 


维 谐振 子 能 量 之 和 . 3N 个 简 正 振动 模式 每 个 都 对 应 晶体 点 阵 的 振动 波 一 一 声波 ， 
而 这 些 简 正 模式 都 会 产生 被 称 为 声 子 的 量子 , 与 电磁 场 振动 产生 光子 相 类 似 , 但 电 
磁场 的 振动 模式 有 无 限 多 个 , 而 晶 休 简 正 模式 的 个 数 由 晶体 点 阵 的 格 点 数 所 决定 ， 
需 注意 的 是 简 正 模式 产生 的 声 子 数 则 是 不 确定 的 , 从 而 声 子 的 化 学 势 亦 为 0. 

由 哈密 顿 最 (2.5.1) 给 出 的 系统 的 本 征 值 为 


1 
Bn) =t+ @ + 3) mw, 
多 


其 中 m 表示 各 种 声 子 能 级 的 占有 数 . 与 光子 统计 相 类 似 , 可 以 得 出 体系 的 配 分 函数 
及 内 能 : 


3V 1 3N 

InZan(T,V)= -6 |% 于 亏 | 一 包 In(1 一 e-pho)， (2.5.2) 
ii 

= | + 二 jj + 7 Er (2.5.3) 


(2.5.3) 式 的 中 括 弧 内 给 出 了 绝对 零度 时 体系 的 能 其 , g < 0, 且 960 > 汪 ; dhs, 这 
项 就 是 点 阵 的 结合 能 . 体系 的 比 热 为 


OU fiwi /kT)2erwiB 
O(N (器 )， =k2, 人 和 (2.5.4) 


为 了 进一步 计算 就 必须 知道 固体 晶 格 振动 的 频谱 , 但 目前 尚 无 法 解析 地 导出 这 一 频 
谱 , 因而 采用 两 种 办 法 解决 . 一 种 是 从 实验 上 测 得 关于 频谱 的 知识 , 另 一 种 是 从 理 
论 上 作 某 种 假设 , 用 假设 的 频谱 去 计算 热力 学 函数 , 最 后 再 与 实验 比较 . 用 不 同 的 假 
设 , 导致 不 同 的 模型 . 


1， 爱 因 斯 坦 模型 
爱 因 斯 坦 假设 3N 个 振动 模式 具有 相同 频率 wp, 由 此 得 到 固体 比 热 ; 


Cv(T) = 3NEE(z), (2.5.5) 


其 中 E(z) 称 为 爱 因 斯 坦 函 数 , 定义 为 


~ 207 
BE(z) = [Cp 4 


z= wp/kT = 0p/T. 
图 2.5.1 画 出 了 由 (2.5.5) 式 所 给 出 的 比 热 随 温度 的 变化 关系 . 


(2.5.6) 
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OA/3NE “1 


7/0 


0.5 1.0 
图 2.5.1 固体 的 比 热 
- - 爱 因 斯 坦 模型 ;一 一 德 拜 模型 


高 温情 况 下 7 了 > bz 即 X < 1 爱 因 斯 坦 的 结果 趋向 于 经 典 比 热 Cv = 3NK. 
事实 上 从 (2.5.3) 式 直接 可 看 出 , 高 温 条 件 jwi/RT < 1, 使 每 个 振动 模式 都 具有 热 
能 kT, 也 就 是 每 个 模式 都 有 相同 的 频率 , 这 也 就 是 爱 因 斯 坦 的 能 谱 假 设 . 在 低温 下 
T<bm, 比 热 以 指数 形式 下 降 , 当 了 一 0 时 Cv 一 0. 但 理论 的 下 降 速率 比 实验 观察 到 
的 下 降 速 率 快 得 多 . 理论 与 实验 不 符 ， 其 碌 因 品类 是 由 汪 爱 因 斯 坦 模 型 过 于 简化 . 


2. 德 拜 模型 
德 拜 理论 的 基本 想法 是 将 晶体 看 成 是 连续 介质 , 他 假定 频谱 有 如 下 形式 : 
=Ok, w= Ck (2.5.7) 
其 中 Cu C 为 纵 模 及 横 模 的 声速 , hh 及 kh 为 相应 的 波 失 时 , 体系 的 态 密度 为 


(考虑 到 对 任何 频率 w, 横 模 为 双重 简 并 的 ). 
另 一 方面 由 于 晶体 中 的 声波 反映 了 蝇 格 振动 , 因此 其 波长 不 应 小 于 唱 格 的 平均 


距离 , 也 就 是 波长 应 有 下 限 值 xp, 而 相应 的 频率 应 有 上 限 值 wp = 怎 cn 被 称 为 
德 拜 频率 , 体系 简 正 振动 模式 总 数 为 3N, 即 


站 jw)dw = 3N, (2.5.8) 
0 


Pa 
/ a ( 厅 + 训 > ns 


-1 
忆 = 18m (让 让 吝 ) . (2.5.9) 


也 就 是 


可 得 德 拜 频率 为 
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1/3 
从 而 -人 呈 ) , 该 量具 有 唱 格 中 原子 间距 离 的 时 级 . 相应 地 , 德 拜 频谱 可 表示 


(2.5.10) 


图 2.5.2 画 出 了 德 拜 理论 的 频谱 曲线 (虚线 ) 和 通过 X 射线 散射 测 得 的 实验 曲 
线 ( 实 线 ). 比较 两 条 曲线 , 可 看 出 在 低频 部 分 德 拜 理 论 与 实验 符合 得 很 好 , 而 高 频 部 
分 两 者 有 明显 的 差别 ,但 考虑 到 用 频谱 函数 计算 热力 学 量 时 , 重要 的 是 平均 值 , 频 
谱 结构 的 细节 并 不 很 重要 , 可 以 预期 德 拜 理论 将 会 得 到 与 实验 符合 得 较 好 的 结果 . 


(9) 


0 
wp 


图 2.5.2” 德 拜 频谱 与 实验 结果 的 比较 
图 中 虚线 为 理论 曲线 ; 实 线 为 实验 结果 
下 面 计算 德 拜 近似 下 , 体系 的 配 分 函数 及 一 些 主要 的 热力 学 函数 ， 
用 (2.5.10) 式 可 将 (2.5.2) 式 中 的 求 和 换 成 积分 : 
9N 1 
ws 0 


InZan(T,V) = -bdo — BE Nh ? wln(1 ~ eB)duw. 


定义 德 拜 温 度 bgo = 名 2 对 上 式 作 分 部 积分 : 


InZan(T,V) = -go — 和 — 3NIn(1 — e-°/7) 


TN /to 人 ks 
+3N (下 ) / i. 
其 中 = Bliw, 最 后 一 项 的 积分 称 为 德 拜 函数 , 定义 为 


i 3 
D(z) = 1 A - (2.5.11) 
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德 拜 函数 的 微分 关系 : 
0 /bp bb »,/ 9p 
去 2( 哇 ) = (人 
是 po =-2po+ 
用 德 拜 函数 表示 配 分 函数 : 
InZan(T,V) = xv|[- bp 多 < 5 守 — 3ln(1 — 6-00/T) + 2( 捕 )| (2.5.12) 
内 能 及 比 热 为 
9 Op 
U=9o+ SNkbp +aNtp( 多 )， (2.5.13) 
Cv = 3Nk [人 多) = 和 | (2.5.14) 


在 高 温 下 , 7 > 0p 即 x < 1 德 拜 函数 的 高 温 展开 式 为 


3 1 5 
D(z) =1 3 207 -人 … 


再 利用 In(1 - e-?) 的 近似 展开 式 ， 可 得 热力 学 函数 的 高 温 展 开 : 
InZan(T,V) 2(N ~ B60) -3N [a( 坚 ) + 而 (多 
Uxgo +avtrh+ 过 (多 ) ]， 


本 11bb\ 
ov wawsh- 雪 ( 插 )] 

当 了 一 o0,Cy 一 3Nh, 得 到 经 典 比 热 . 且 由 Cv 的 高 温 展 开 式 可 知 ， 只 要 
了 > 3bp, 经 典 理论 在 0.5% 的 误差 范围 内 是 适用 的 . 

低温 情况 相当 于 了 << bp 或 x > 1 可 以 利用 德 拜 函数 的 低温 展开 式 : 
nl 
B23 


D(z) = + O(e-”), 


9N 0 TN 
imow(D Wx -Bpo- 输 加 + 皇 ( 丙 )， 


4 
Ux go 全 kb 十 3NAT 6 
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:3 ER 
Cv BT wx( 下 ) 


T 3 
= 464.4| 一 | cal/mol:K 
(KE) or 


说 明 在 低温 下 , 固体 比 热 Cy x 73 一 0. 在 低温 下 , 固体 晶 格 振动 中 主要 激发 的 是 声 
学 波 , 因而 德 拜 三 次 方 定律 也 是 声 子 比 热 的 特点 . 实验 测量 结果 证 明 德 拜 理 论 在 低 
温 下 与 实验 符合 得 相当 好 . 图 2.5.3 画 出 了 KCl 晶体 在 5K 时 比 热 的 理论 曲线 ( 通 
过 原点 的 直线 ) 和 实验 值 ( 黑 点 ) 之 间 的 比较 . 
通常 将 Cv/T 作 纵 坐标 , 以 T? 作 横 坐标 , 这 样 比 热 的 三 次 方 曲线 就 成 为 过 原 
点 的 直线 . 图 中 显示 出 KCIl 的 实验 值 均 落 在 这 条 直线 上 . 
(oyes:E) 


mol 


60 


a jk 
5 10 15 20 /EK 


图 2.5.3 KCl 的 Cv/T 与 7? 的 关系 , 德 拜 理论 与 3 实 蛤 结果 的 比较 
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考虑 NN 个 全 同 费 米子 组 成 的 体系 , 自 旋 为 s = 3 体积 了 = L3, 粒子 间 没 有 
相互 作用 . 根据 2.2 节 的 结果 , 对 费 米 统计 有 


ln3 = > hl 十 ze-pe). 
大 
与 理想 玻 色 气体 相 类 似 , 将 上 式 求 和 换 成 积分 : 


Ins = 9 fs/2(2). (2.6.D) 
同样 可 以 写 出 粒子 数 表示 式 
N= jl) (2.6.2) 
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其 中 9 为 自 旋 简 并 度 , A 依然 是 平均 热 波 长, 函数 户 (z) 称 为 费 米 积 分 , 定义 为 


_ 1 oo zl 
(2) 二 i/ er ti (2.6.3) 
=Pe, 
回忆 2.2 节 对 粒子 数 平均 值 的 分 析 可 得 出 ， 对 理想 费 米 气体 4 可 正 可 负 ， 中 z 的 定 


义 域 为 0 和 z < co. 
为 了 作 进一步 讨论 的 需要 , 首先 给 出 费 米 积分 的 几 个 主要 性 质 . 
(1) 当 z 很 小 时 , 费 米 积分 可 用 级 数 来 表示 : 
1 /” ,1 1 i 
(om / ri "CY 1(ze Yin= DD 1 (2.6.4) 


在 z 一 0 的 极限 下 , 就 有 


fn(2) ~ z. (2.6.5) 
(2) 当 z 较 大 时 , 展开 式 (2.6.4) 不 合适 , 可 按 变 量 + = Inz 展开 , 可 以 证 明 : 


nn 2 
fn(t) Ty 1+n(n— DD 后 让 
A 
+am-Dm-ao-3 卫 二 + (2.6.6) 


证 明 : 
令 v= lnz, 将 费 米 积分 写成 


lf olde 
Ai 人 后 和 


作 分 部 积分 得 a ts 
fn (9) = 二 0 / Er” (2.6.7) 
作 变 数 变 换 , 令 7 = 7 一 v, 则 
gn +) 


将 z" 在 ”=0 处 展开 成 泰勒 级 数 , 有 
T= nn + nn "2+. 


即 


2 = + nv 0) + n(n Dv — 0)? +, 
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将 此 式 代入 (2.6.7) 式 有 


AO- /tt 
将 这 积分 式 简写 成 
ee 
当 z 很 大 时 , Inz =v 亦 很 大 , 上 式 中 第 二 个 积分 至 多 贡献 e-* 其 级 , 所 以 : 
f(z) = zw dn 4 nin t n(n v2 + + O(e™) 


-1 直 W 1 + nv A Dv 2+."]+O(e™), (2.6.8) 


其 中 


emm 
m= dy 


积分 Im 中 除 w” 项 外 , 是 7 的 偶 函 数 , 所 以 当 m = 奇数 时 , 有 Im = 0; 当 m=0 


时 ,有 i 
万 = -2/ dg (a) =1. 
m 为 大 于 0 的 偶数 时 
0 oo 7 
m= -| 及 / ea 于 | 和 
= mm du TI 


= (2m)(m 一 DLL 一 2 ”)6(m), 
C(m) 为 Riemann-Zeta 函数 , 一 些 数值 为 
ne 


2 A 
《= 本 := 而:5(6) = 证 


将 上 述 结果 代 回 (2.6.8) 式 便 有 
vn Re 
nl®) -mol tn 


+ n(n Dn -Dn— 3 隔 二 + (2.6.9) 


当 n=3/2 时 ,得 


4 . 2 
fa3/2(2) ~ EN [oa 十 于 nz Fs | (2.6.10) 
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图 2.6.1 绘 出 了 函数 f3/2(z) 随 z 变化 的 曲线 . 
fa(D 


图 2.6.1 函数 f3/2(z) 随 z 变化 的 曲线 


(3) 费 米 积分 的 导数 满足 关系 : 
GE) 10 = fs), 人 .61 


On(2) _ mn(z) 9z _ _ 3 fa/2(2)fn-1(z) 


bz BT 2 TRG) (0:0:12) 
由 这 些 关 系 , 可 得 理想 费 米 气 体 的 热力 学 函数 为 
__ons _3 fs/2(2) 
Van 7 (2.6.13) 
10ns 2U 
For 3V 0 
四 Olns Ons 
s=k(Ins -a ) 
vx[5 /5/2(2) 
= Nk E 2 in]. (2.6.15) | 
下 面 我 们 在 不 同 简 并 度 下 , 对 理想 费 米 气体 作 进 一 步 的 讨论 . 
(1) 弱 简 并 
弱 简 并 指 的 是 高 温 低 密 度 的 状态 , 即 nX3/g < 1 或 z < |. 
令 y=nX3/g, 由 (2.6.2) 式 及 (2.6.4) 式 : 
co (1 
y= 32(z) = > 6 2 zl (2.6.16) 


l=1 


再 令 z = ogg 十 aag2 十 … 代入 (2.6.16) 式 , 比较 y 的 同 每 次 项 系数 , 得 z 的 表示 式 : 


是 Di kN 
2 一 2 十 天 + 了 3 十 
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代入 (2.6.1) 式 , 得 到 用 位 力 展开 形式 表示 的 状态 方程 : 
Py 包 nN 
= (lal) ， (2.6.17) 
NET 安 (人 9 ) 


系数 a 与 理想 玻 色 气体 的 系数 完全 相同 , 写 出 明显 的 表示 式 : 


PV _ 2 

NA = 1+0.17678y 一 0.0033 十 …， (2.6.18) 
Cv _ 2 

i 0.0884y 十 0.0066 —.…. (2.6.19) 
a3NE 


同 理想 臻 色 气 体 的 情况 相反 , 理想 费 米 气体 与 经 典 理想 气体 相 比 , 压强 增 大 而 
比 热 减 小 , 这 相当 于 在 粒子 之 间 存在 一 个 有 效 的 “排斥 ” 力 , 此 力 亦 依然 是 由 体系 的 
其 子 效应 所 引起 

在 z 一 0 的 高 温 极 限 下 , y 一 0, 由 (2.6.18) 与 (2.6.19) 式 可 看 出 , 理想 费 米 气 
体 的 热力 学 函数 都 趋 于 经 典 的 结果 . 

(2) 强 简 并 

强 简 并 状态 意味 着 低温 和 高 密度 情况 . 这 时 有 nX3/g 之 1 或 :之 1, 为 了 简单 
起 见 , 先 讨论 在 了 一 0 的 极限 , 即 nX3/g 一 co, 这 时 被 称 为 完全 简 并 的 . 

单 粒子 态 e(p) 的 平均 粒子 数 为 


二 站- 
(ne) = 下 DOTRTTT 


-{ 1 当 e(p) < po, (2.6.20) 


0 e(p) > po. 


其 中 jw 为 了 = 0 时 的 化 学 势 . 函数 (ne) 为 一 个 阶 路 函数 (参看 图 2.6.2), 说 明 在 
T=0 时 ,在 e=0 到 = ko 的 所 有 状态 都 被 粒子 填 满 , 而 e > /io 的 状态 全 部 空 着 . 
称 这 时 的 能 其 yo 为 费 米 能 , 用 er 表示 ; 与 这 能 量 对 应 的 单 粒子 动 基 称 为 费 米 动量 
.用 pr 表示 . 由 下 式 决 定 ep 及 PF 的 表示 式 : 


其 中 a(e) 为 态 密度 ， 
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图 2.6.2 平均 粒子 数 (ne) 与 < 的 关系 
可 得 da ， 
gp Pe 
上 
n 3N 1/3 
pp = (B25) hh. (2.6.21) 
在 非 相对 论 性 情况 下 , 得 费 米 能 荆 为 
3N \2/3 妇 2 6mr2mnN2/3 只 
ea) 新- (全 折 9 
为 了 讨论 方便 , 也 可 以 定义 费 米 温度 TF: 
kTr = EF， 
体系 基态 的 能 量 为 
Pe 2 
m= (EE )rap = Ph, (2.6.23) 
每 个 粒子 的 能 量 为 
BB 3 (2.6.24) 
N 5™ te 
系统 的 基态 压强 为 i 
有 = 3 如- ( 袜 ) Em. (2.6.25) 


理想 费 米 气体 的 基态 能 量 不 为 0, 这 是 由 泡 利 原理 引起 的 一 种 量子 效 态 , 在 了 = 
0 时 , 粒子 不 能 都 处 在 一 个 单 能 态 上 , 而 由 最 低能 态 逐 步 向 上 排列 , 因而 在 绝对 零度 
下 , 费 米 系统 依然 是 十 分 活路 的 , 同时 也 可 看 出 , 费 米 系统 不 可 能 出 现 类 似 玻 色 - 爱 


斯 坦 凝聚 的 现象. 
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在 有 限 的 低温 下 , 单 粒子 能 态 的 平均 占有 数 不 再 是 阶 路 函数 , 由 泡 利 原理 不 难 
想象, 在 温度 了 时 , 在 费 米面 附近 深度 为 kT 范围 内 的 粒子 将 受到 热 激 发 , 热 激发 粒 
子 的 分 数 为 O(kT/eF), 系统 的 主要 部 分 仍 不 受 影响 . 这 是 强 简 并 费 米 系统 的 主要 特 
点 , (如 图 2.6.2 所 示 ). 

每 个 受 激发 粒子 的 热能 为 O(kT), 整个 系统 的 热能 应 该 是 O(Nk?T?/er), 从 而 


系统 的 比 热 为 O(Nk . kT/ep), 这 结果 与 经 典 比 热 3Nk 相差 一 个 因子 kT/er, 正 是 
这 因子 得 出 理想 费 米 气体 低温 下 比 热 与 了 成 线性 关系 , 随 着 了 一 0,Cv 亦 线性 地 
趋 于 0, 这 是 低温 下 费 米 系统 的 一 个 典型 特点 . 

为 了 对 低温 下 热力 学 函数 作 定量 的 讨论 , 需 利 用 费 米 积分 的 低温 展开 式 (2.6.9). 
可 得 


2 四 = 堵 09 四 9 一 要)+… | 
4 
3VA 
fo/2(z) = Fel [ + 下 (un 于， | 


fa/2(z) = (no) 


将 这 些 展开 式 代入 (2.6.2),(2.6.13),(2.6.14) 及 (2.6.15) 式 , 经 过 简单 计算 便 得 


N _ 4rg12m Na/2 3 bl 9 
Sa i : /2 Se ho .6. 
了 3 ( 2) (kTInz) + 8 (lnz) 一 十 | (2.6.26) 
U_3 a2 _2 
亢 = BkT(nz) 十 本 (na 二 (2.6.27) 
3/2 
P= 济 窜 ) (kTInz)s/? P + Br (ns)? 十 -| (2.6.28) 
Ss Li 
NE 2 (去 :) a 29) 


由 (kTInz) 三 4 可 将 上 述 各 式 中 的 z 用 来 表示 . 将 (2.6.26) 式 改写 成 


3N /hnRNA x 这 
RS ee -2 Oa 
(把 ) [+ 于 + | 


即 


3N \2/3 np2 2 
“= (Bp) 六 上 -和 (m9 -| 


= 上 - 委 ( 笠 ) -| (2.6.30) 
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从 的 零 级 近似 为 1 = sF, 这 正 是 体系 基态 的 结果 ; 其 一 级 近似 为 


”a aa 

将 这 结果 代入 (2.6.27) 式 及 (2.6.28) 式 : 
= 上 + 轨 ( 科 ) + (2.6.32) 
P- 吕 -orb+ 宇 (各 ) + (2.6.33) 


可 以 看 出 , 热力 学 函数 的 零 级 近似 项 , 与 基态 的 结果 (2.6.24) 式 及 (2.6.25) 式 完全 相 
同 , 说 明 热 力学 函数 可 以 表示 成 基态 附近 的 级 数 展 开 形式 . 在 前 面 的 定性 讨论 中 曾 
指出 , 在 有 限 低温 下 , 理想 费 米 体 系 只 有 在 费 米 面 附近 的 粒子 受到 能 量 为 kT 的 热 
激发 , 而 体系 的 主要 部 分 , 依然 处 在 费 米 球 以 内 . 现在 的 结果 , 则 可 以 看 成 是 定 十 的 
证 明 . 

从 (2.6.32) 式 U 对 了 的 依赖 关系 中 , 很 容易 得 到 低温 下 的 比 热 : 


Cv _ mm/kTY ni /kTNS 
说 =- 皇 ( 竺 )+ 轨 (办 ) + 
当 了 < Th 时 ,0v 随 温度 一 次 方 改变 , 其 中 Te 是 体系 的 竟 米 温度 . 在 数 什 上 低温 
比 热 比 经 典 值 NK 小 得 多 , 随 了 一 0 而 线 狂 地 趋 于 0. 
图 2.6.3 给 出 了 经 典 理想 气体 , 理想 臻 色 及 理想 费 米 气体 三 者 的 比 热 曲线 ， 


CW/ Nk 


BE. 


lw 


F.D. 


T/Te 


| 
|. 
| 
1 


T/T 
图 2.6.3 三 种 理想 气体 比 热 曲线 的 比较 
对 B.E, 模 轴 为 T/To; 对 F.D. 横 轴 为 T/TE 


最 后 需 指出 两 点 : . 
(1) 无 论 对 理想 正 色 气体 或 理想 费 米 气体 , 我 们 均 以 量 (nA3) 作为 判 据 来 区 别 其 
简 并 程度 ; 这 样 做 的 原因 , 从 量子 力学 的 角度 来 看 是 明显 的 , 将 na 写成 (Xn-1/3)3， 
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其 中 入 = h/(2xmkT)!1/?, 具 有 质量 为 m, 温度 为 了 时 ,粒子 波 包 宽 度 的 量 级 , 而 m-1/3 
可 以 看 成 是 粒子 间 平 均 距离 mnX3 < 1 意味 着 热 波 长 比 粒 子平 均 距离 小 得 多 , 体系 
的 量子 效应 不 显著 , 为 弱 简 并 状态 . 在 nX3 一 0 的 极限 情况 下 , 相当 于 体系 被 定 域 
化 , 过 渡 到 玻 尔 效 曼 统计 , 即 体系 的 经 典 极限 . 而 n》3 六 1 意味 着 热 波 长 比 粒子 平 
均 距离 大 得 多 , 这 时 体系 会 表现 出 明显 的 量子 效应 , 与 经 典 理想 气体 相 比 , 存在 着 重 
大 差异 , 具体 表现 为 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 及 泡 利 原理 等 . 

(2) 我 们 在 讨论 中 所 说 的 “高 温 ” 或 “低温 ”是 一 个 相对 的 概念 , 并 没有 绝对 的 
界线 . 判断 一 个 体系 是 否 简 并 的 , 不 仅 同 温度 有 关 , 而 且 与 组 成 体系 粒子 的 质量 及 
密度 有 关 . 例如 对 室温 了 = 300K 而 言 , 密度 为 2.2 x 1024/cms 的 电子 气体 其 费 米 温 
度 为 


(Tr)e ~ 8 x 105K > 300K: 
因而 可 将 电子 气 看 成 是 简 并 的 , 但 在 同样 温度 与 密度 下 的 He 原子 组 成 的 体系 ， 
则 为 非 简 并 的 , 因 其 费 米 温度 与 室温 有 同 数量 级 : 
(TR)ae ~ 1 x 10°K 
对 同 种 粒子 组 成 的 体系 , 由 于 密度 不 同 也 可 以 具有 不 同 的 简 并 性 , 例如 金属 中 
电子 密度 在 103/cms 左右 , 电子 体系 的 费 米 温度 为 
(Tr)e ~ 105K 
比 典型 的 室温 大 得 多 , 可 以 看 成 是 简 并 性 费 米 系统 . 在 考虑 热电 子 发 射 时 , 导体 外 
的 电子 密度 只 有 101/cms 其 级 , 其 相应 的 费 米 温度 
| (Tp)e ~ 4K 
比 室温 低 得 多 , 可 以 被 看 成 是 非 简 并 费 米 体系 ， 因 此, 一 个 体系 在 给 定 温度 下 是 否 
简 并 的 , 可 用 (T/Te) 值 作为 判 据 : 
当 (T/TE) > 1 时, 体系 是 非 简 并 的 ; 
当 (T/TE) < 1 时 ,体系 是 简 并 的 . 
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按照 泡 利 的 观点 , 金属 中 的 传导 电子 可 以 看 成 是 高 度 简 并 的 费 米 气体 , 由 此 得 
到 了 与 经 典 朗 之 万 顺 磁性 不 同 的 结果 , 被 称 为 泡 利 顺 磁性 . 
考虑 一 个 理想 费 米 体系 ， 总 粒子 数 N, 每 个 粒子 的 质量 为 m, 粒子 的 固有 磁 矩 
为 心 , 取 自 旋 8 = 二 将 这 体系 放 在 外 磁场 中 . 每 个 粒子 能 量 为 


2 

也 * 
= 全 jp:B 
2 
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其 中 互 为 外 磁场 
由 于 自 施 为 ,所 以 磁 失 只 能 有 二 个 取向 , 平行 或 反 平 行 于 瑟 ， 
将 N 个 粒子 分 成 两 组 : ， 
1) Ar/B 每 个 粒子 能 量 为 e+ = 一 从 有 
CO) pe// -如 每 个 粒子 能 量 为 e- = 世上 全 


当 这 一 体系 处 在 绝对 零度 时 , 对 。 < er 的 能 级 全 部 被 填 满 , 而 。> er 的 能 级 
全 部 是 空 的 , 这 时 第 一 组 粒子 的 最 大 动能 是 er + 1*B, 第 二 组 为 er -jp*B, 这 两 组 


的 粒子 数 应 该 是 
(1) N+= 了 ¥ [am(er + - 相 ” 
(2) N-= 4 ¥ lamer weB)| | 


在 绝对 零度 时 得 到 的 磁 矩 为 


M=W(N+ —N-) 
_ dn V (2m)3/2 
本 3h3 
此 在 弱 场 中 单位 体积 的 磁化 率 应 该 是 


-4 many 
VB hs 本 


[er + 1*B)3/? - (eg 一 凡 B)a3|， 


oo 一 凸 


由 于 跑 米 能 级 


6m2n 2 记忆 
=-( 2) a 取 g =2 


得 


Xo = Bru” /er cc nl/3, 


(2.7.1) 


(2.7.2) 


(2:7.3) 


(2.7.4) 


(2.7.5) 


说 明 在 低温 极限 下 , 磁化 率 x 与 温度 无 关 . 这 结果 与 经 典 统计 中 得 到 的 顺 磁性 


明显 不 同 , 经 典 顺 磁性 在 高 温 时 x 元 而 在 低温 下 得 到 磁 饱 和 状态 . 


高 温 极 限 下 , 理想 费 米 气体 直接 过 流 到 经 典 理想 气 气体 , 因此 可 以 用 经 典 结果 : 、 


Xo = np /kT 


下 面 我 们 找 出 一 般 温度 下 , x 的 表示 式 . 


(2.7.6) 


把 有 自 旋 的 体系 , 按照 自 旋 的 简 并 态 分 为 几 组 , 对 每 一 组 , 我 们 将 其 看 成 是 没有 
自 旋 粒 子 构成 的 气体 . 原来 的 有 自 旋 粒 子 的 体系 , 现在 就 可 以 看 成 是 由 不 同 的 “化 
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学 组 分 ” 构成 的 混合 气体 . 原来 体系 的 平衡 . 现在 可 以 看 成 是 几 种 不 同 组 分 的 气体 
达到 的 化 学 平衡 . 这 种 方法 所 反映 的 基本 思想 具有 普遍 的 意义 . 
我 们 这 里 讨论 的 问题 , 因 5 = 3 将 整个 体系 分 成 两 种 组 分 , 一 种 是 与 外 场 平 
一 种 是 反 平 行 . 用 对 ,nz 表示 其 动量 为 %、 磁 矩 为 /v* 的 与 外 场 平行 或 反 平 行 的 
粒子 数 . 


N=N++N- =D nt+) ns, (2.7.7) 
? Pp 
其 中 心 ,nz 取 值 0 或 1. 
En= Dntet(p) + ,nse (p) 
p p 


= (nt+ 号) 王 一 A"B(2V+ ~ N). (2.7.8) 
p 


要 计算 体系 的 配 分 函数 , 必须 对 各 种 可 能 的 {" 汪 }, {nz} 分 布 求 和 , 所 谓 “ 可 能 
分 布 ”, 可 以 这 样 定义 : 


nt=Nt 
{nz - 2 “| 
0gN+gN, 
(2.7.9) 
Dn 一 人 ~- 
{ns}=4np| ? 5 =0,1 
N-=N-N+, 
可 写 出 配 分 函数 : 
ZN = > er-pEn 
{nh{ns} 
= op{- a| Dt) + me-g] } 
{n#},{nz} Pp 站 
咏 
总 ‘exp{ -8 > 一 中 } 
x >》 “exp{ -8 (+) 站 (2.7.10) 
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其 中 “” 和 “"” 表 示 对 满足 条 件 (2.7.9) 的 可 能 的 m3'” 的 值 求 和 . 为 了 计算 这 一 求 
和 式 , 可 先 固定 一 个 N+ 的 值 , 在 给 定 N+ 值 的 前 提 下 , 对 各 种 可 能 分 布 求 和 , 然后 
再 对 N+ 从 0 到 N 求 和 , 也 就 是 可 以 写成 


zy- 字 {eapraewr -mm [三 ‘op ( - ?所 人 全 ] 


N+=0 {n#} 


x [= “exp( - 0 区 万 )]} (2.7.11) 
如 果 我 们 用 Zo(D) 表示 由 .D 个 无 自 旋 粒 子 组 成 的 理想 费 米 气 体 的 配 分 函数 ， 
这 里 的 粒子 与 原来 体系 的 粒子 除 自 旋 不 同 外 , 其 他 性 质 都 相同 , 因此 , 对 这 样 的 假想 
体系 , 有 
Zu(D)= 5 op( -p85 生 ") = exp[-A4o(D)]. (2.7.12) 
{nr ? 
这 里 对 {np} 的 求 和 是 对 D 个 粒子 的 各 种 可 能 分 布 求 和 , 用 这 形式 , 可 以 将 体系 的 
配 分 函数 表示 成 


N 
Zw = exp{—B1* BN} 5) {lexp(2B1* BN+)]Zo(N+)Zo(N — N+)}, (2.7.13) 
N+=0 


N 
NlnZy =-B1B+ 方 an > [2er N+ AA) BAN Ns 位 7 

当 N 足够 大 时 , 求 和 式 的 对 数 可 以 用 求 和 式 中 最 大 项 来 表示 , 用 N+ 表示 上 述 
求 和 式 中 取 最 大 项 时 N+ 的 值 , 用 极 值 原理 , 有 . 


OA0(N+) OAo(N = N+) ee 
a8-| DN+ ]、 | ON+ ]. = 
用 化 学 势 来 表示 : 
20* 妃 = po(N+) 一 Ho(N — N+). (2.7.15) 


这 里 wo(N+) 和 jo(N - N+) 表示 N+ 和 NN - 六 + 个 无 自 旋 粒 子 组 成 系统 的 
化 学 势 . 

这 式 子 从 物理 上 来 看 , 表示 了 实际 体系 中 两 个 组 分 ( 自 旋 为 平行 及 反 平行 ) 达 
到 化 学 平衡 的 状态 .对 实际 体系 来 讲 , 两 个 组 分 达到 平衡 , 则 这 两 组 分 的 化 学 势必 
然 相 等 : 另 一 方面 , 从 单 粒子 能 级 来 看 , 有 自 旋 系 统 和 无 自 旋 系统 的 单 粒子 能 级 是 不 
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同 的 . 第 一 组 分 , 自 旋 是 平行 的 , 与 假想 系统 相 比 , 能 级 应 该 低 y*B, 第 二 组 分 就 会 
高 w*B, 能 级 的 差别 也 必然 引起 化 学 势 的 差别 , 用 e1(p) 和 e2(p) 表示 假想 系统 的 单 
粒子 能 级 , e+(p) 和 e-(p) 表示 实际 系统 中 二 个 组 分 的 能 级 , 有 

et(p) =e1(p) —1°B, 

e (Pp) = e2(p) + 1°B. 


即 
Ht(N+) = po(N+)— poB, 
WN- N+)= po(N— N+)+p°B, 
Ho(N+)— po(N — N+)=2WB+ut(N+t)— np-(N — N+). 
实际 上 达到 平衡 的 是 有 自 旋 的 两 组 分 气体 , 因此 有 自 旋 的 气体 化 学 势 应 该 相等 ， 
即 
p+ (Nt) =p(N N+). 
所 以 可 得 
Ho(N+) — po(N — N+) = 2p°B. 
为 了 找到 x 的 表达 式 , 引进 一 个 量 纲 为 一 的 参数 7, 定义 为 
+= 2 -1 0<7s<g1. (2.7.16) 
显然 , Y 是 表示 NN 个 粒子 中 不 同 取向 粒子 数 的 差 占 的 比例 . 所 以 
M=W(Nt—N-)= WNY. | (2.7.17) 
用 7 表示 化 学 势 的 式 子 为 : 
m (2y) -m (2328) =2p*B. (2.7.18) 


当 B= 0 时 , 7 = 0 相当 于 没有 外 场 时 磁 矩 完全 随机 分 布 ， 将 (2.7.18) 式 左边 在 
?7= 0 的 地 方 作 级 数 展开 , 可 得 . 


NV) .7/0 _ (NY, 7/0 Ro 
“(+3( 咯 ), 和 (+3( 效 (2.7.19) 


2 一 ia 十 菠 :… (2.7.20) 


其 中 ， 


88. 第 2 章 ”量子 理想 体系 
取 一 级 项 得 ， 
ye BO— (2.7.21) 
Or z=3 
利用 磁 矩 M 的 公式 (2.7.17), 可 得 在 弱 场 情况 下 , 磁化 率 为 
2nu”” 
Bo (2.7.22) 
Oz | -3 
在 了 一 0K 极限 , 对 假想 体系 化 学 热 lo = sr, 注意 到 这 时 9 = 1 即 
3NzN2/3 h2 
Ho(ZN) = (次 ) pr 
Buo(zN)|  _ 243/ 3N 2/3 ph? 
Or | 3 (党 ) 2m” 
得 
X= 7 a (2.7.23) 
全 ) 厅 
这 里 xo 指 OK 时 实际 体系 的 磁化 率 , 对 实际 体系 来 讲 , g = 2: 
_ /3N \"S ph 
2 ( 落 70 
所 以 
Xo= 3np /er 
这 就 是 最 初 得 到 的 结果 . 对 有 限 的 低温 , 利用 化 学 势 的 展开 式 (见方 程 (2.6.31)): 
ed 有 (种 YY 
Ho(zN) = ep (TN) 五 (zs) | (2.7.24) 
0 /32N N23 hp2 
全 ( 敬 2m’ 
是 假想 体系 的 费 米 能 其 , 可 得 . 
Ouo(zN) _4 m/f/ kT \? 
3er(N) (5) | (2.7.25) 
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所 以 
XX Xo } 一 所 (所 ) | (2.7.26) 


在 (2.7.25) 式 的 推导 过 程 中 , 用 了 关系 式 : 


Oe (ZN) 


24/3/ 3N N23p 4 
O02 | 3 (党 ) Im sr(N), 
a0/ 1 1 4 
二 (gem) Se | Es 
EF ed 
2 


当 了 一 ce 时 , 这 时 假想 系统 的 化 学 势 从 (2.6.2) 式 取 9 = 1, Ja/a(z) ~ :得 


Ho(zN) = kTIn (他 x*) ' 
auo(zN) 


= 2kT. 
Or 


3 


Xeo = np /kT (2.7.27) 


这 与 一 开始 得 到 的 结果 是 一 致 的 , 对 有 限 高 温 , 我 们 必须 取 
2 
Ja/a(z) Tz — pa 


A3 
XTXoo 人 一 入 ) 
2.8 朗 道 反 磁 性 

朗 道 反 磁性 就 是 带电 粒子 在 外 磁场 的 作用 下 , 由 轨道 运动 的 量子 化 引起 的 磁性 ， 
磁化 率 值 是 负 的 称 为 反 磁性 . 

考虑 一 个 理想 费 米 气体 (电子 气 ), 处 在 一 均匀 外 场 中 , 磁场 沿 z 方向 , 由 于 洛 
仓 效力 的 作用 这 时 电子 的 运动 就 是 绕 着 z 轴 的 螺旋 运动 , 可 将 螺旋 运动 分 解 成 两 部 
分 , 在 z 方向 是 匀速 运动 , 而 在 x-y 平面 上 是 圆周 运动 , 角速度 为 空 ， 按照 量子 力 
学 的 观点 来 看 , 在 z-y 平面 上 的 圆周 运动 能 其 是 量子 化 的 , 而 在 z 方向 仍然 为 近似 
连续 的 . 
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对 这 样 的 系统 , 写 出 单 粒子 哈密 顿 量 为 
让 二 刘 十 24 ， 
2 @ c ) ' 
这 里 m* 为 粒子 的 有 效 质量 , p 为 动量 , 4 为 矢量 势 . 通过 适当 选择 4, 得 系统 的 醉 
定 坦 方程 : 
1 
py 直人 和- B- ger) p= Ey, 
其 中 es 为 > 方向 单位 矢量 ; 通过 解 这 方程 , 可 以 得 能 量 : 
2 
5 22(+ 引 + 王 。， G=012… 小 (2.8.) 
从 (2.8.1) 式 可 以 看 出 , 在 z 方向 运动 能 其 是 连续 的 , 在 > 一 y 方向 上 是 量子 化 
的 . 如 果 系 统 没有 外 场 时 , > 一 4 方向 能 基 也 应 该 是 近似 连续 的 ， 外 磁场 的 作用 , 引起 
了 能 级 的 量子 化 
实际 上 可 以 看 成 是 由 原来 连续 能 级 的 一 部 分 , 并 合成 一 个 其 子 化 能 级 ，( 如 图 
2.8.1)， 显 然 , 量子 化 以 后 的 能 级 是 简 并 的 , 简 并 度 就 应 当 是 原来 sj 到 sj+1 之 间 的 
状态 数 , 因此 有 
Pitl 


二 了 xz eB 
gw = 让/ flavowapdps = Sie2r [pdp = V2, 0.82) 


py 


其 中 , gs-y 表示 z 一 y 方向 上 的 简 并 度 . 


图 2.8.1 


如 


可 以 看 出 , 简 并 度 与 ; 无 关 , 表示 所 有 能 级 的 简 并 度 都 相等 . 用 这 结果 计算 
分 函数 可 用 普遍 公式 : 
Ins = > (1 十 ze-p5)， 
5 
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将 前 面 得 到 的 能 级 公式 (2.8.1) 及 简 并 度 (2.8.2) 式 代入 , 在 z 方向 求 和 换 成 积 
分 ,得 


ns- fr- pe +3 3)- 有 /| }ap (2.8.3) 


高 温 近似 下 z < 1, 对 (2.8.3) 式 花 括 弧 中 的 其 可 以 取 近 似 式 In(1 + z) sz, 可 得 


zsVeB /2xm*\) ?2p, /pohiBN1- mm 
Ins = 7 ( F ) [en (Gee)| = ns’ (2.8.4) 
其 中 , 和 为 平均 热 波长 ， peiB 
T= = BB 
2m*c 
如 取 e,m 为 电子 的 参数 , 则 有 = jo, ps 为 玻 尔 磁 子 , 计算 热力 学 函数 , 得 
N= 于 (2.8.5) 
1 /Olns ~ 
M= 站 器) = _Ni.L(z). (2.8.6) 


L(z) 为 朗 之 万 函数 :L(z) = cothz 一 二 
这 结果 在 形式 上 与 经 典 朗 之 万 顺 磁 理 论 是 一 致 的 , 但 有 两 个 重要 的 差别 是 :M 
是 负 的 , 说 明 轨道 基 子 化 引起 的 是 反 磁 性 ; 其 次 , 这 反 破 性 是 基 子 效应 的 结果 . 有 i 与 
有 有关, 当 及 一 0 时 ,所 一 0, 即 M 一 0, 当 系统 从 量子 体系 过 渡 到 经 典 体系 时 , 反 磁 
性 没有 了 . 而 经 典 的 朗 之 万 理论 中 4 与 h 无 关 , 因而 是 与 量子 效应 无 关 的 经 典 数 . 
在 弱 场 的 情况 下 , 即 4B < kT 时 , 上面 结果 可 以 简化 : 


En (2.8.7) 


这 磁化 率 给 出 了 反 磁 的 居 里 定律 , 要 注意 的 是 反 磁 的 磁化 率 与 电荷 符号 无 关 . 
对 高 温 电子 气 , 得 到 总 的 磁化 率 应 该 是 泡 利 顺 磁 与 朗 道 反 磁 两 部 分 的 总 和 : 


ml 一 #2) 
Xolnet) ET (2.8.8) 
Ls 是 电子 的 自 放 了 妈 而 we 是 由 有 效 质量 m* 决定 的 磁 矩 


eh | eh 
dnxmec’ A dxmsc” 


HB 一 
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下 面 讨论 另外 一 个 极限 , 即 低温 弱 场 的 情况 . 

弱 场 与 前 面 一 样 , 指 .kB < kj, 低温 指 的 是 kT < ep, 由 于 一 般 sr 对 应 的 
温度 可 达 10? 数量 级 , 而 当 B ~ (10? 一 103) 高 斯 时 , 才 相当 于 T ~ 10-?K, 因此 
4B < kT << er 的 条 件 是 可 以 满足 的 . 这 时 z 六 1, 为 计算 配 分 函数 中 对 了 求 和 , 用 


欧 拉 公式 : 
0 ~/ eet 


VeB ey i 2 Jom* 
We —B(2jBz+p? /2m"*) 
Ins= ae {/ dz 人 dpaln [1 + ze ] 


区 dp 
- 1518 人 _ FT 小 (2.8.9) 


第 一 项 作 变数 变换 : 令 


e! = 2JiBz + p2/2m’, 
首先 考虑 固定 = 时 , 对 pz 积分 
二 全 —Be' 
人 apmf 十 ze ] 2/ ml + Ze Jap: 
=2l -ee|p| . 
2| ol 十 Ze ] | 
如 取 积 分 上 限 为 co, 下 一 步 对 z 积分 就 不 好 进行 , 故 将 ps 用 z 表示 , 由 变数 变 
换 的 式 子 可 知 : 
= V2m*(e' — 2j.Bz). 


再 看 积分 限 的 变换 , 当 pz = 0 时 , z = e'/2f.B,p: 上 升 , > 下 降 , 但 z 实际 上 是 表示 
(0), 最 小 到 0 所 以 当 p 一 00,z 一 0. 根据 这 些 分 析 , 上 式 成 为 


0 
2ln 兴 ze-Be] 2m*(e’ — 2j.Bz) 


e'/2jB 
= 2V2m*e'ln(l 十 ze-pe )， (2.8.10) 
然后 将 pz 固定 (上 、 下 限 ) 对 z 积分 , 也 就 是 对 e' 积分 , 由 于 


dz = de'/27B， 
所 以 第 一 项 可 表示 成 


2 )3/2 
i Ve 


= oe fa/2(2). (2.8.11) 
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显然 , 这 一 项 与 外 场 B 无 关 , 说 明 这 一 部 分 对 磁化 率 没 有 贡献 ，( 注 意 : 这 一 项 
形式 上 与 没有 外 场 时 的 巨 配 分 函数 一 样 , 但 这 里 的 z 不 同 , 现在 的 z 是 有 外 场 时 系 
统 的 化 学 势 ). 

对 第 二 项 作 变换 , 令 


2 
-a 
Wn 


可 以 表示 成 


A ) EE 四 2-1/2dy 
D2V5 太 之 区， (2.8.12) 


这 一 项 与 外 场 B 有 关 ， 直人 轨道 基 子 化 所 引起 的 磁 效 应 是 由 
这 一 项 贡献 的 . 
磁化 率 


1 Olns 
X= 5( 55 ) 
2m* 3/272 1 
= gr ($)#2l) 
利用 z 交 1 时 了 积分 的 展开 式 , 可 得 


2 
= -roa)h- 玫 (起) + (2.8.13) 


lnz 
在 低温 条 件 下 , kTinz s ep,(2.8.13) 式 中 略 去 二 次 及 二 次 以 上 项 , 得 


x = ~ (2.8.14) 


这 就 是 低温 弱 场 条 件 下 , 朗 道 反 磁 的 磁化 率 , 其 数值 相当 于 泡 利 顺 磁 的 三 分 之 
一 . 从 推导 过 程 可 以 看 出 , 朗 道 的 反 磁 性 来 自 于 (2.8.9) 式 的 第 二 项 , 也 就 是 说 , 如 果 
(2.8.3) 式 中 求 和 本 身 就 是 连续 谱 的 积分 , 将 不 会 有 (2.8.9) 式 中 的 第 二 项 , 也 就 不 会 
有 妆 道 的 反 磁 性 . 因此 , 反 磁性 必然 来 源 于 能 级 的 量子 化 . 


2.9 德 哈 斯 - 范 阿尔 芬 效 应 


朗 道 的 反 磁 性 出 现在 低温 弱 场 下 , 当 体系 的 温度 依然 很 低 , 但 磁场 很 强 , 以 致 满 
足 条 件 
NT EB er 
时 , 系统 的 巨 配 分 函数 中 会 出 现 一 系列 振荡 项 , 使 磁化 率 呈现 一 种 周期 性 的 特征 . 这 
一 现象 首先 是 在 1930 年 由 德 哈 斯 - 范 阿 尔 芬 (de Hass-van Alphen) 在 研究 金属 馆 的 
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低温 磁性 时 发 现 的 , 被 称 为 德 哈 斯 - 范 阿尔 芬 效 应 . 这 一 效应 从 经 典 理论 无 法 加 以 解 
释 , 三 年 后 由 Peierls 在 朗 道 反 磁性 理论 的 基础 上 作 了 解释 . 


将 体系 的 巨 配 分 函数 写成 
= 六 -be 
Ins =/ lIn(1 + ze™M*)a(e)de, (2.9.1) 
其 中 a() 是 费 米面 附近 的 态 密度 , 经 过 两 次 分 部 积分 , (2.9.1) 式 成 为 
和 0 此 
ms = -2 人 cle) 芭 (= 二 - 还 (2.9.2) 
其 中 cle) 是 al(e) 对 e 的 双重 积分 . 
令 
fle)= -4( 武生) (2.9.3) 
将 (2.9.3) 式 代 入 (2.9.2) 式 得 
Ins = 广 ¢0) Sa. (2.9.4) 


为 了 得 出 C(e) 的 表示 式 , 我 们 回忆 在 正则 系 综 里 , 玻 尔 效 曼 统计 中 的 配 分 函数 
可 以 写成 
Z(T,V) =/ erpea(e)de， 
0 


如 果 将 8 看 成 是 复 变 数 , 配 分 函数 2(6) 正好 是 态度 密 a(e) 的 拉 普 拉 斯 变换 , 积分 
在 正 半 面 是 收敛 的 , 因为 对 所 有 的 6 > 0, 有 


i -pe 一 
lim a(e)e f° = 0, 


因此 我 们 将 a(e) 写成 2(8) 的 拉 普 拉 斯 变换 的 逆 变 换 , 有 


B'+ioo 
L / eZ(8)dp. (2.9.5) 
pp' 


a(e)= 玩 / 
积分 路 径 沿 平 行 于 虚 轴 的 右边 进行, 即 沿 直线 Re(8) = 77 > 0 
考虑 到 C(e) 是 a(e) 对 < 的 双重 积分 , 不 难得 出 
9- 去/ 守 2(0)8 (2.9.6) 
正如 2.8 节 所 给 出 的 , 所 讨论 体系 的 粒子 的 能 量 本 征 值 为 


,1\efiiB 
2 G + 3) m*e’” 是 


有 -ioo 
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第 一 项 为 能 量 的 z 分 量 , 第 二 项 为 z 一 y 分 量 , 得 到 玻 尔 效 曼 统计 的 配 分 函数 
2(B) = De 
这 
- 营 呈 -党 全 让 大 ma- 各 Ju 
*\1/ oe 
-这 ( 轩 ) [en( 儿 8) 


Vz 
a ; (2.9.8) 


其 中 ， 


将 (2.9.8) 式 代入 (2.9.6) 式 : 


Cle) = VPB 


*)3/2 B'tioo Be 
(2xm*)3? 1 / eedB (2.9.9) 
有 


WB Dni gio 138inh(85B) 

为 了 计算 (2.9.9) 式 , 采用 围 路 积分 的 方法 . 由 于 原点 是 被 积 函 数 无 限 阶 的 分 支 
点 , 可 选择 一 个 积分 围 路 书 它 是 由 直线 (8' - ico, 5' + ico)、 大 半圆 CR、 负 实 轴 和 
无 限 小 圆 Cp 组 成 的 (图 2.9.1). 由 于 当 B 一 -oo 时 , 被 积 函数 趋 于 0, 在 大 半圆 CR 
上 的 积分 无 贡献 ; 在 负 实 轴 -上 的 积分 因 正 反方 向 两 次 积分 相抵 消 , 可 将 (2.9.9) 式 的 


积分 写成 ， 
‘ico 
ee 


图 2.9.1 积分 回路 


:96 . 第 2 章 。 量子 理想 体系 


也 就 是 
B'+ioo 
cle) = i 
ee 
f Cp 
三 os(e) + Cam(e), 
上 式 中 Cos(e) 可 以 通过 计算 被 积 函数 极点 的 留 数 得 到 , 被 积 函 数 的 极点 为 
ln 
B=i tt (2.9.10) 
用 留 数 定理 , 可 得 
2(2m*)82 /NCD /t 
Cos(e) = -V2 (oa) 二 蝴 oor( 归 本 4). (2.9.11) 
先 计算 巨 配 分 函数 中 与 Cos(e) 有 关 部 分 , 写 出 并: 
df 6 一 6 强 
Er [ureae( 四 )] 


将 这 结果 及 (2.9.11) 式 代 入 (2.9.4) 式 , 对 < 积分 . 为 了 方便 起 见 , 暂时 只 写 出 积分 部 
分 , 而 省 略 其 系数 ， 


ln ndf 
/ co ( -Ye 


0 
-1 
ph2/ EEF 
x [re ( py ) de 

1 i lm T dy 
一 -jne/ ep|( 世 =- 中 

和。 -per HB 4 cosh?(#) 

1 lx A ” wi dy 
=—-Re “|( 臣 r- 2)]/ emi 4 

4 AB 4 一 oo cosh?2(3) 


其 中 y = Ble - sF), 对 强 简 并 气体 , er > kT, 所 以 积分 下 限 用 -oo 代替 -Ber. 上 
式 中 最 后 一 个 积分 可 以 用 伟 里 叶 变换 中 的 余弦 变换 公式 进行 . 其 结果 是 


(2.9.12) 


一 一 一 一 
sinh ( 匣 ) 


2.9 德 哈 斯 - 范 阿尔 芬 效应 97， 


将 积分 结果 代入 (2.9.4) 式 , 得 到 巨 配 分 函数 中 的 一 部 分 , 即 
om 
Va NAY 
(1) cos [Gner/aB) 一 了 | 
4 
。 后 玛 * 一 755B) 


(nS)os = 


(2.9.13) 


巨 配 分 函数 中 另 一 部 分 来 自 于 (2.9.10) 式 中 对 小 贺 Cp 的 积分 , 这 积分 是 原点 所 贡 
献 的 , 令 t= BuB, 在 原点 附近 t 是 小 量 , 被 积 函 数 中 双 曲 函数 可 作 展 开 


lim Dl + 
t=Osinht t 6 360 
(2.9.10) 式 中 第 二 个 积分 为 
了 esedp 
2ni Jo, sinh(BjB) . 55/2 
1 3/2 est/B 
=— {jiB ee 
去 (3) Va t5/2sinht a 


(LB)3/2 [ exp(et/jiB) 人- 2 a 7 ) 汪 
©. 


2 £7/2 360 
利用 积分 公式 : 
全 et én-1 
2ri jc 从 fy 
73 1 
令 m 三 二 ,二 ,一 二 一 
令 n=513'-5 ;及 56=e/pB, 得 
1 eBedB 
27i Jo, B72sinh(BRB) 
8e5/2 JBVE 


TB Bi +? 
由 此 可 得 C(e) 函数 中 另 一 部 分 为 


3/2 
Com(e) = rz( 骂 ) 性- 3oapve+ (2.9.14) 


在 对 (2..4) 式 积分 之 前 , 先 分 析 一 下 对 的 函数 : 


df(e) _ ,, _ —PexplB(e — ep)] (2 e# ep; 


加- a 
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或 写成 
ji YO) _ 
TH0 de 
说 明 在 7 0 时 , 函数 和民 析 , 而 Come) 在 ar 处 变化 缓慢 , 且 不 明 


显 依赖 于 T, 因而 作 (2.9.4) 式 积分 时 可 以 用 5 函数 代 符 上 积分 就 变 得 很 容易 ， 得 


(ns)sm = — -和 ) -和 2) + | (2.9.15) 


综合 (2.9.13) 式 和 (2.9.15) 式 可 得 体系 的 巨 配 分 函数 为 
ns = (ms)o + (In5)om. 


相应 的 磁化 率 亦 应 由 两 部 分 组 成 , 其 中 (no 为 巨 配 分 函数 中 的 振荡 项 , 由 此 可 
得 磁化 率 x 的 振荡 部 分 


-6(e — ep). 


1 8， 
Xo = BVB BS)os 
从 (2.9.13) 式 可 看 出 , 只 有 当 JB x ?kT 也 就 是 场 强 为 (105T) 奥 斯 特 的 数量 级 时 ， 
这 一 项 是 有 意义 的 , 显示 出 磁化 率 的 振荡 现象 , 这 就 是 德 哈 斯 - 范 阿尔 芬 效应 . 
图 2.9.2 夯 出 了 磁化 率 随 B 的 变化 情况 , 而 当 1B < kT 时 , 由 于 分 母 中 双 曲 函 
数 的 作用 , 使 这 一 项 小 到 可 以 忽略 不 计 , 这 时 磁化 率 中 只 剩 下 光滑 部 分 Xsm. 


, __4 fer (2xm’ Ne: 
Tm= 3 ed 人 ， 


Xsm 与 B 无 关 , 反映 了 介质 的 反 磁 性 , 也 就 是 弱 场 中 的 朗 道 反 磁 性 


[a 


~ lB/ner 


图 2.9.2” 德 哈 斯 - 范 阿尔 芬 效 应 
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2.10 金属 中 的 电子 气 


早 在 20 世纪 初 由 Drude(1900 年 ) 和 Lorentz(1904 年 ) 建立 了 金属 电子 论 , 他 
们 将 玻 尔 兹 曼 统计 应 用 于 金属 中 的 电子 气 , 导出 了 金属 各 种 性 质 的 理论 结果 , 这 一 
理论 曾 为 解释 金属 的 部 分 物理 行为 提供 了 合理 的 理论 基础 , 但 是 它 不 仅 在 定 甚 上 而 
且 在 定性 上 都 遇 到 了 一 系列 理论 本 身 无 法 解决 的 严重 矛盾 . 例如 金属 的 比 热 , 按照 
电子 论 金属 电子 气 中 每 一 个 电子 的 平均 热能 为 2x7, 对 比 热 有 3 的 贡献 , 假如 金 
属 中 原子 数 与 电子 数 相同 , 则 电子 气 对 比 热 的 贡献 与 原子 有 相同 的 数量 级 . 但 实验 
测量 结果 , 金属 中 的 比 热 几乎 全 部 来 自 于 晶 格 原子 的 贡献 , 电子 气 对 比 热 的 贡献 几 
乎 不 存在 . 

金属 的 磁性 , 按 电子 论 , 电子 气 应 该 表现 为 顺 磁性 . 磁化 率 为 


Xee = npB/kT, 


但 实验 结果 通常 非 铁 金属 的 磁化 率 与 温度 无 关 , 其 数值 不 到 经 典 理 论 值 的 百 分 之 一 ; 
且 实验 上 还 发 现 了 某 些 金属 具有 与 温度 无 关 的 反 磁 性 , 及 强 场 下 的 德 哈 斯 一 范 阿 尔 
芬 效应 , 这 些 现象 用 经 典 理论 无 法 解释 . 

经 典 电子 论 也 被 用 来 研究 金属 的 输 运 性 质 , 例如 热 导 率 上 和 电导 率 o. 按照 这 
一 理论 热 导 上 与 电导 o 之 间 的 比值 符合 Wiedemann-Franz 定律 , 即 r/oT 是 一 个 
普 适 常数 , 称 为 Lorentz 数 . 经 典 理 论 给 出 这 一 数值 为 


站 
= (4) ~ 2.48 x 10-13(e.s.u/K?), 
实验 值 则 是 2.72 x 10-13e.s.u/K?. 后 来 考虑 到 电子 速度 分 布 的 影响 , 对 理论 结果 进 
行 适当 的 修正 , 但 修正 结果 更 坏 . 因而 经 典 理论 在 输 运 性 质 的 研究 上 也 是 不 能 令 人 
满意 的 . 

索 末 非 (Sommerfeld) 对 经 典 电 子 论 作 了 重要 的 改变 , 这 就 是 用 费 米 统计 代替 
玻 尔 兹 曼 统 计 , 把 金属 中 的 电子 气 作为 高 度 简 并 的 费 米 体系 来 处 理 . 他 这 一 天 才 的 
举动 , 使 经 典 电子 论 中 大 部 分 困难 得 到 了 满意 的 解决 . 为 了 了 解 索 末 菲 理论 之 所 以 
能 成 功 的 原因 , 首先 估计 一 下 金属 中 电子 气 的 费 米 温度 . 取 g = 2, 费 米 能 其 为 


3N \2/3 p2 
SR (总 ) 7 
其 中 m* 为 电子 的 有 效 质 量 . 在 立方 点 阵 中 电子 密度 N/V 可 以 写成 
N ne:na 


Vm 


.100 . 第 2 章 ”量子 理想 体系 


ne 为 每 个 原子 的 传导 电子 数 , ne 为 每 个 晶 胞 中 的 原子 数 ,a 为 点 阵 常数 . 以 金属 钠 
为 例 , ne = 1,na = 2,a = 4.29A, 取 m* = 0.98me. 得 到 


(eg)Na = 5.03 x 10-!2erg = 3.14eV. 
从 而 得 到 费 米 温度 : 
(Tr)Na = (1.16 x 104)eF = 3.64 x 104K (2.10.1) 


这 值 比 典型 室温 了 s 300K 大 得 多 , 因此 金属 钠 中 的 传导 电子 形成 一 个 高 度 简 并 性 
的 费 米 系统 . 而 实际 上 对 所 有 金属 , 费 米 温度 总 是 在 104 ~ 105K 的 数量 级 , 在 室温 


下 , 金属 中 的 电子 气 会 表现 出 明显 的 量子 效应 . 由 此 亦 不 难 理解 为 什么 经 典 电子 ， 


论 会 遇 到 很 大 困难 
按照 新 的 理论 . 可 以 解决 经 典 电 于 光世 丰 取 佣 尖 的 一 些 问题 . 


电子 气 的 比 热 不 再 由 公式 Cv = SN 所 决定 , 而 应 改 为 


cv = 到 wh( 各 )， (2.10.2) 


显然 a 在 室温 下 有 
一 三 元 = 0O(10-2)， (2.10.3) 


而 在 通常 温度 下 ， 人 当 温度 下 降 时 , 晶 
格 振动 的 比 热 亦 将 减 小 , 当 温度 降 到 很 低 时 , 晶 格 振动 对 比 热 的 贡献 可 以 相当 于 其 
至 小 于 电子 气 的 贡献 . 在 低温 下 , 唱 格 振动 比 热 由 德 拜 理论 给 出 


TA TN 
Ov = 可 Nhr (下) ， (2.10.4) 


因而 在 极 低温 下 , 金属 比 热 可 表示 成 
Cv = ?7T+6573. (2.10.5) 


系数 Y 和 6 由 (2.10.3) 及 (2.10.4) 式 给 出 . 如 果 以 72 及 Cv/T 作 坐 标 系 ，(2.10.5) 
给 出 一 个 直线 方程 , 直线 的 截 距 及 斜率 给 出 系数 了 和 6. 实验 测量 结果 证 明 (2.10.5) 
式 是 正确 的 , 通过 实验 测量 的 7 和 5 值 而 得 到 的 er 及 Tp 值 , 与 其 他 理论 及 实验 所 
得 的 结果 符合 得 相当 好 . 图 2.10.1 画 出 了 对 Cu 和 Zn 的 测量 结果 . 

金属 中 的 磁性 , 经 典 电子 论 不 仅 在 数值 上 与 实验 结果 不 一 致 , 且 对 一 些 实验 现 
象 在 定性 上 亦 无 法 加 以 解释 . 只 有 用 新 的 理论 才 得 到 了 较为 满意 的 结果 , 关于 这 一 
点 , 已 在 2.7 节 、2.8 节 及 2.9 节 作 了 较为 详细 的 讨论 . 司 
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oe 


图 2.10.1 对 Zn 及 Cu 的 实验 测量 结果 


有 关 人 金属 中 的 输 运 问 题 , 新 理论 再 次 导出 了 Wiedemann-Franz 定律 , 且 得 到 的 
Lorentz 数 为 2.71 x 10-t3e.s.u/K?, 非常 接近 于 实验 的 平均 值 . 而 金属 的 单个 传导 率 
及 电子 的 平均 自由 程 , 直到 布 洛 赫 (1928 年 ) 考虑 了 电子 气 与 离子 系统 之 间 的 相互 
作用 后 提出 新 的 理论 , 才 得 到 了 较 好 的 改进 . 重要 的 是 这 些 理论 都 是 在 费 米 统计 的 
基础 上 进行 的 ， 

下 面 我 们 将 讨论 金属 中 热电 子 发 射 及 光电 子 发 射 的 问题 , 

金属 中 的 电子 是 处 在 金属 离子 所 建立 的 某 种 “ 势 阱 ” 之 中 . 在 这 个 势 阱 中 , 电子 
热能 函数 的 具体 形式 将 取决 于 晶 格 的 具体 结构 . 当 我 们 讨论 电子 发 射 时 , 势能 函数 
的 具体 形式 并 不 重要 , 可 以 假设 电子 势能 在 金属 内 部 处 处 保持 常数 (例如 一 一 WW)， 
而 在 金属 表面 为 0. 因而 在 金属 内 部 电子 运动 几乎 是 自由 的 , 但 这 里 所 讲 的 “自由 ” 
是 一 种 等 效 的 说 法 . 实际 上 金属 内 的 势 阱 并 非常 数 , 因而 电子 运动 并 不 完全 “自由 ”， 
但 如 适当 地 将 影响 电子 运动 的 相互 作用 折合 到 电子 的 有 效 质量 中 , 则 这 种 自由 的 考 
虑 是 合理 的 . 当 任何 一 个 电子 一 旦 运动 到 金属 表面 , 企图 逸 出 金属 , 就 会 遇 到 一 个 高 
度 为 W 的 势 鲍 .只 有 当 电 子 与 亚 直 于 表面 的 运动 有 关 的 动能 大 于 W, 才 有 希望 越 
过 表面 而 逸 出 , 在 通常 温度 及 没有 激发 源 的 情况 下 , 这 种 电子 非常 少 , 因而 几乎 不 存 
在 从 金属 中 自发 地 发 射电 子 . 在 高 温 下 , 如 果 还 有 外 加 的 激发 源 , 则 在 金属 中 这 类 电 
子 的 数目 就 会 足够 大 ; 形成 电子 发 射 . 这 种 现象 被 称 为 热电 子 发 射 和 光电 子 发 射 效 
应 


严格 讲 这 一 过 程 是 非 平衡 过 程 , 但 如 果 在 一 给 定时 间 内 , 所 发 射 的 电子 数 比 金 
属 中 的 总 电子 数 小 得 多 的 话 , 发 射电 流 大 小 可 根据 金属 内 电子 气 继续 处 于 热平衡 这 
样 一 个 准 静 态 假设 来 计算 . 我 们 的 讨论 就 是 基于 以 上 这 些 想法 去 进行 . 

1, 热电 子 发 射 (Richardson 效应 ) 

电子 要 从 金属 表面 逸 出 , 其 垂直 方向 速度 us 必须 满足 


1/2 
Uz 之 (到 ) 
ry 
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其 中 W 为 金属 表面 的 势 急 高 度 , 取 z 方向 为 正直 于 金属 表面 的 方向 . 单位 时 间 内 
从 金属 表面 单位 面积 逸 出 的 电子 数 为 


R= a / 和 / 又 Uz 2dpzdpydpz 
PCGmwpjia Jps=_o0 Jps = Le 7T + 1 [EN 


将 上 式 换 成 极 坐标 (p', 9) 可 实行 对 ps,py 的 积分 : 


2 jo 下 2p/dp 
p'=0 exp[(p?/2m) + (p2/2m) —H] +1 


= 二 dp 
hs pz=(2mW)1/2 


= ArkT ff™ in E 于 sam] pops 
hp,=(2mw)y? 
dxmkT /ee 
= eT mp toe ]ae,. 
s=W 


从 后 面 所 给 出 的 数值 可 知 , 上 式 中 指数 项 比 1 小 得 多 , 可 用 近似 式 n(1+z) sz 上 
式 成 为 


dxmkT /9 i 
= 一 丰 A dez :elk~es)/kT 
dnxmk?T? 和 
= /人 (2.10.6) 
热电 子 流 密度 为 5 
J=eR= ee oote WA, (2.10.7) 


在 高 度 简 并 的 费 米 气体 中 , 化 学 势 与 温度 无 关 , 且 由 费 米 能 给 出 : 
Wo Jo 三 EF， 
由 此 式 可 将 -(2.10.7) 式 写 成 
让 = sme T0067, (2.10.8) 


其 中 $= W 一 er, 称 为 金属 的 功 函 数 , 所 以 功 函 数 就 是 超过 费 米 能 级 以 上 的 表面 势 
侄 的 高 度 . 这 结果 与 经 典 结果 有 重大 差别 . 按照 经 典 统计 法 , 有 


Ja/a(z) Tz 


即 
nh3 
2(2xmkT)3/2" 


2z = ep 一 
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将 此 式 代入 (2.10.7) 式 得 到 


大 1/2 
Je=ne (去 ) Ti/20-4$/8T (2.10.9) 


此 中 = WW. 这 正好 是 Richardson 第 一 公式 . 可 以 看 出 , 由 经 典 理论 给 出 的 功 函数 ， 
是 整个 势 艰 的 高 度 , 说 明 在 同样 温度 下 费 米 电子 比 经 典 电 子 更 易 发 射 

经 典 统计 与 量子 统计 的 一 个 重要 差别 , 通过 比较 (2.10.8) 与 (2.10.9) 式 可 看 出 ， 
主要 是 热电 子 流 密 度 对 温度 的 依赖 关系 不 同 ,为 了 同 实验 结果 比较 , 采用 下 述 办 法 
男 出 曲线 : 

(D 对 (2.10.9) 式 用 In(j/VT) 作 纵 坐标 以 二 为 权 兴 村; 

(9) 对 (240.8) 式 用 in(j/7*) 作 纵 坐 标 以 去 作 机 坐标 

这 样 (2.10.8) 与 (2.10.9) 式 在 各 自 的 坐标 系 中 均 为 一 条 直线 : 


nm( 支 ) =ln4A— 全) (#), 对 (2.10.9); (2.10.10) 


m( 去 ) =InB- (2) @ 对 (2.10.8). (2.10.11) 


这 两 条 直线 分 别 有 不 同 的 斜率 . 如 果 能 从 别 的 实验 独立 地 测 基 W 值 , 则 可 决定 两 种 
理论 与 实验 比较 的 结果 ， 事 实 上 通过 研究 入 射 到 金属 表面 的 德 布 洛 意 波 的 折射 率 
可 以 测 出 W 值 . 对 具有 初始 动能 为 巨 的 电子 束 , 有 


ee 
ot VamE ™ VimtB+ mW) 


因而 金属 的 折射 率 为 


Mout _ {B+W\'? 
n= 和 = ( ) 、 

通过 测量 各 种 妃 下 的 电子 本 射 , 可 以 得 出 W 值 . Davisson 和 Germer 于 1927 
年 用 这 种 方法 测 出 了 一 些 金属 的 W 值 , 例如 对 铭 , 得 W = 13.5eV, 另 一 方面 从 其 
他 实验 测 得 钨 的 费 米 能 基 ep s 9eV. 忽 的 热电 子 发 射 实验 结果 , 按 (2.10.11) 式 所 
画 直 线 的 斜率 为 p 心 4.5eV( 见 图 2.10.2). 这 些 结果 与 来 自 于 费 米 统计 的 理论 公式 
(2.10.8) 式 符合 得 很 好 , 而 与 经 典 统计 的 (2.10.9) 式 不 一 致 . 

(2.10.8) 式 与 (2.10.9) 式 之 间 的 另 一 个 差异 与 所 得 的 饱和 电流 数值 有 关 . 经 典 
统计 的 公式 是 完全 失败 的 , 而 量子 统计 法 的 公式 则 是 成 功 的 . (2.10.8) 式 中 的 数值 因 
子 为 


2 
Se © ~ 120.4A .om-? . K-?. (2.10.12) 
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In(J/T*) 


10/T 
图 2.10.2 忽 的 热 离子 流 与 温度 的 函数 关系 


当 我 们 将 这 结果 与 实验 值 比 较 时 , 需 乘 上 透射 系数 (1 一), 而 对 大 多 数 具 有 清 
洁 表 面 的 金属 来 说 , 实验 结果 在 60 ~ 120A .em-? .K-2 范围 内 . 

最 后 需 指出 的 是 , 电子 在 金属 表面 的 发 射 率 RR 也 可 以 通过 计算 金属 外 的 空间 
电荷 层 中 电子 的 返回 率 忆 来 决定 这 是 由 于 金属 外 的 空间 电荷 是 由 热电 子 发 射 过 
程 本 身 形成 的 , 随 着 发 射 过 程 的 逐渐 增强 , 电子 从 空间 电荷 向 金属 内 返回 的 过 程 亦 
必然 会 逐渐 增强 , 在 没有 放置 收集 热电 子 流 的 电极 的 条 件 下 , 发 射 与 返回 过 程 最 终 
将 达到 动态 平衡 . 即 在 一 定 温度 下 有 

R=R 


空间 电荷 与 导体 内 电子 气 不 一 样 , 前 者 的 密度 比 后 者 小 得 多 ( 见 2.6 节 最 后 的 讨论 )， 
故 可 以 用 经 典 统计 来 计算 ; 


R= -f/f Uzf (udurduydu;, 
其 中 f(w) 为 经 典 麦 克 斯 韦 速度 分 布 率 , 将 上 式 换 成 球 坐标 , 对 9, op 积分 得 
尼 = mr 人 f (wusdu. 
0 


考虑 到 归 一 化 条 件 : 


ceo 


/ f (wdnu?du = 1, 
0 


得 
1 1 P /8kTN? P 
BW 洁 ( 坚 ) 了 GAT (oy 
其 中 已 是 空间 电荷 的 压强 , 由 费 米 体系 压强 公式 的 经 典 极限 给 出 
P= Ss = TTS yer. (2.10.14) 
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以 为 空间 电荷 的 化 学 势 , 以 空间 电荷 的 最 低能 级 作为 零点 计算 . 将 (2.10.14) 式 代入 
(2.10.15) 式 : 


R= mT pr, 
空间 电荷 的 零点 能 不 同 于 金属 内 部 的 零点 能 , 两 者 相差 W, 平衡 时 有 
HK =4—W, 
最 后 得 > 
R= SPD eer, (2.10.15) 
与 (2.10.6) 式 完全 一 样 . 
2. 光电 子 发 射 (Hallwachs 效应 ) 


光电 子 发 射 与 热电 子 发 射 不 同 ， 它 是 依靠 入 射 光子 流 激发 电子 , 使 金属 中 电子 
从 低能 级 提高 到 足以 逸 出 金属 的 高 能 级 上 , 因而 电子 能 其 所 满足 的 条 件 是 


D2 
萄 十 徊 > 全 (2.10.16) 
其 中 vw 为 入 射 光 (假定 为 单 色 ) 频率 , 与 热 发 射 相 类 似 , 可 得 电子 发 射 率 : 


_ dxmkT 
hw- 


这 里 的 积分 不 能 采用 讨论 热电 子 发 射 时 所 用 的 近似 方法 , 作 积分 变换 , 令 


T= (es —W+hv)/kT 


ln[1 + eses)]de,. (2.10.17) 


(2.10.17) 式 写成 


2 oa 
R= 0 In[L 二 enw-m)Mar-ajdz 
0 


其 中 ， 


hvwv=W—-uNW-er=9. 
因此 hwo 起 着 功 函 数 的 作用 , 频率 vo(= p/h) 被 称 为 阔 值 频率 , 光电 发 射 的 电流 密 
度 为 
J= er In(1 + es-z)dz， (2.10.18) 


式 中 ， 
6 = h(v ~ vo)/kT. 
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对 (2.10.18) 式 作 分 部 积分 , 得 


of zdz 
人 ma+reroaz= 三 Bt fa(es), 


其 中 有 2(@’) 为 以 6 作 变量 的 二 阶 费 米 积分 , 得 


党 人 人 ee Ta 户 (e5). (2.10.19) 


当 jz 一 mo) > kT, 即 多 1 由 (2.6.6) 式 可 得 , fo(e5) 守 52/2, (2.10.19) 式 成 为 


六 ee(y — wo)?. (2.10.20) 


说 明 当 入 射 光 子 能 量 比 功 函 数 大 得 多 时 光电 子 流 与 温度 无 关 . 
另 一 极端 情况 为 x < ww 及 hlv -wl > kT, 此 时 时 < 1 函数 fo(e 6) ~ 时 
(2.10.19) 式 成 为 
J smh paolo)/r, (2.10.21) 


结果 与 热电 子 发 射 的 公式 相似 , 其 差别 只 是 这 里 的 功 函 数 不 是 y, 而 是 (p - hz)，， 
ten hv 在 阔 值 频率 处 (v = wo), 即 5=0 及 


fa(es) = f(D) = 五 ， (2.10.19) 式 给 


nmek? 
六 二 a (2.10.22) 


图 2.10.3 画 出 了 从 金属 名 (p = 4.97eV) 测 出 的 光电 子 发 射 的 实验 结果 , 它 与 
理论 值 符合 得 很 好 . 需 说 明 的 是 该 图 中 包含 了 v < w 的 一 些 观测 结果 ， 也 就 是 在 
频率 小 于 阔 俏 频 率 的 情况 下 , 依然 可 得 到 有 限 的 光子 流 , 这 个 事实 与 我 们 的 理论 是 
一 致 的 . 原因 在 于 任何 的 有 限 温度 了 下 , 电子 气 中 有 相当 一 部 分 电子 其 能 基 超 过 费 
米 能 晤 er 约 O(kT) 量 级 , 如 果 光 量子 被 这 些 电子 吸收 的 话 , 也 可 以 满足 发 射 条 件 
(2.10.16). 自然, 能 量 差 h(wo - v) 不 能 比 #7 大 得 多 , 否则 的 话 , 可 供 利用 的 这 种 类 
型 的 电子 数 太 少 , 因此 , 当 入 射 光 频率 低 于 阔 值 频率 时 , 只 要 h(wo -~ kT, 金属 
表面 仍 会 产生 有 限 的 光电 流 . 

2.10.3 给 出 的 In(J/T?) 与 6 的 关系 图 , 一 般 称 为 Fowler 图 , 只 要 对 这 个 图 
调整 所 观测 的 数据 , 就 可 以 求 得 金属 的 阔 值 频率 wo 和 功 函数 p, 由 这 个 实验 测 得 的 
功 函数 与 由 热电 子 发 射 实验 测 得 的 功 函数 是 完全 一 致 的 , 这 也 是 对 理论 的 极 好 的 证 
明 . 


2.11 白矮星 的 统计 平衡 lr 


In(J/T*) 


hv-w) 
Ea 


图 2.10.3 金属 名 的 光电 子 流 与 h(v 一 wo)/kT 函数 关系 的 实验 曲线 


2.11 白矮星 的 统计 平衡 


费 米 统计 在 历史 上 首先 被 应 用 的 领域 是 天 体 物理 , 这 就 是 白矮星 的 统计 平衡 问 

题 . 白矮星 是 一 种 半径 很 小 , 颜色 ( 白 的 ) 反常 地 暗淡 的 星体 , 在 天 体 中 有 一 个 经 验 

: 规律 , 就 是 星体 的 亮度 与 它 的 颜色 (主要 的 发 射 波长 ) 成 正比 , 比例 常数 对 所 有 星体 

均 相同 如 果 我 们 画 出 亮度 对 颜色 的 图 (被 称 为 Hertzprung-Russell 图 ), 这 些 星体 

都 将 落 在 一 条 线 状 带 中 ( 见 图 2.11.1). 但 也 有 例外 , 这 就 是 红 巨 星 和 白矮星 , 其 原 

因 在 于 红 巨 星 是 比较 年 轻 的 星体 , 它 的 氢 含 量 还 完整 无 缺 , 从 而 氨 转 变 成 氮 的 热 核 

反应 正 以 一 种 相当 高 的 速度 进行 着 , 使 这 些 星体 比 我 们 根据 它们 的 颜色 所 预期 的 要 

亮 得 多 , 而 白矮星 是 一 种 较 年 老 的 星体 , 它 的 氨 含 量 大 致 耗 尽 , 使 其 中 热 核反应 以 一 

种 相当 缓慢 的 步伐 进行 , 从 而 使 这 些 星体 的 亮度 比 我 们 根据 其 颜色 所 预期 的 要 弱 得 
多 . 白矮星 的 统计 平衡 问题 , 则 是 高 度 简 并 费 米 体系 的 一 个 很 好 的 例子 . 


亮度 


图 2.11.1 Hertzprung-Russell 图 


白 无 星 实际 上 是 由 氨 质 基 为 M s 103g, 紧缩 成 一 个 高 密度 p(s 107g .cm-3) 
的 球体 , 其 中 心 温度 为 了 s 107K. 数量 级 为 107K 的 温度 相应 于 每 个 粒子 的 平均 能 
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基 为 103eV, 因此 星体 中 的 全 部 氨 处 于 完全 电离 的 状态 . 星体 可 被 看 成 微观 组 分 为 
六 个 电子 (质量 为 m) 和 N/2 个 氮 核 (质量 近似 为 4mp) 所 组 成 的 体系 . 系统 总 质 
量 为 I ; 

MeNm+ Amp = N(m+ 2mp) ~ 2Nmp. 


氮 和 电子 的 密度 为 


ng = La Mam _ Pp_ 

HT Mp dmy 
A 

nn 


由 mp ~ 10-24g,p ~ 107gem-3, 可 得 密度 的 估计 值 : 
nHe = Sn ~ 1030cm-3. 
由 此 可 得 两 种 成 分 的 费 米 动量 、 费 米 能 基 及 费 米 温度 : 


1/3 
(pF)He = ( 莒 ) h~ O(10-1)(g. cm/s), 


(eF)He = (各 让 ~ O(10? ~ 103)eV, 
Cn = HE ~ 0Q0 ~ 10)K; 

(pp)e = ( 么 ) fh ~ O00-m)(g: em/s), 
(eF)e = ( 冯 )” ~ O(105)eV. 

Cpjs= Pe ~ O00 


根据 这 些 估计 , 可 以 对 氨 核 及 电子 在 白矮星 中 热平衡 过 程 作出 如 下 的 判断 : 
(1) 尽管 白矮星 的 温度 比 地 球 高 得 多 , 可 是 相对 电子 气 来 说 , 依然 是 低温 : 


(Tr)e 3 
Ty O(103) > 1, 


因而 可 将 电子 气 看 成 几乎 完全 简 并 的 ; 而 对 氨 核 有 
(Te)He 
证 


~O(D)~L, 


可 以 看 出 氨 核 则 是 非 简 并 的 . 
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(2) 与 电子 相 比 白矮星 中 和 氮 核 的 动力 学 贡献 则 是 次 要 的 , 在 一 级 近似 下 可 以 
忽略 . 因为 无 论 是 高 温 还 是 低温 , 压强 和 单 粒 子 的 平均 能 量 都 与 其 费 米 能 er 成 比 
例 : 


($) ~ Ser)me ~ O(10?)eV. 
He 


3 
(pHe ST BHe(eF)He ~ O(10%)eV. 


而 对 电子 则 有 
($). 一 en) 发 O(l0s)jeV， 
(Pe Sn ee ~ dh 
所 以 有 


Qu/N)He (PHe 
(Ne  (p)e 
(3) 白矮星 中 电子 是 相对 论 粒子 , 而 氨 核 是 非 相对 论 粒 子 ; 这 是 由 于 按 相 对 论 判 
据 (p/mc) 对 两 种 粒子 有 
电子 :(pp)e/mc ~ O(1)， 
氨 核 :(pF)He/mae'cw O(10-3) < 1， 
(4) 通过 本 节 后 面 的 论证 可 知 , 与 电子 气 的 压强 相 比 , 可 以 忽略 各 种 辐射 压 的 作 


~ O0(1074) «1. 


用 . 

根据 以 上 的 数值 估计 , 可 以 得 出 对 白 绑 星 的 一 个 简化 的 统计 模型: 把 氨 核 看 成 
为 只 贡献 引力 场 、 且 以 其 引力 约束 电子 气 的 外 部 条 件 ; 而 电子 气 是 在 氨 核 的 引力 约 
束 下 , 在 ~ 107K 的 温度 上 达到 热力 学 平衡 , 并 形成 确定 的 密度 分 布 、 高 简 并 的 费 
米 体系 . 

下 面 我 们 研究 由 NN 个 相对 论 电子 所 组 成 的 费 米 体 系 的 基态 性 质 . 总 粒子 数 NN 


站 8ry /Pr 8nV 
"| mdp = 可 区 (2.11.1) 
所 以 1/3 
pr = (至) es | (2.11.2) 


相对 论 粒子 的 动量 - 能 量 关 系 为 
e=me [VIT mmo -1|. (2.11.3) 
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粒子 的 速率 为 

w= ro (2.11.4) 

Ip 1+ (p/me)? 
气体 的 总 动能 为 

m=Neo = me vi Tm ~ 1|p?ap, (2.11.5) 

气体 的 压强 为 
1N 8m /Pr 2 
而 = 3 Po ew 强人 Mm Crop. (2.11.6) 


为 了 对 (2.11.5) 式 及 (2.11.6) 式 进行 积分 , 引进 一 个 若 纲 为 一 的 变数 9, 定义 为 
p= me. sinhb. 
代入 (2.11.3) 式 及 (2.11.4) 式 有 
6 = mcz(coshg - 1), 
w= ctanhbg. 


(2.11.1) 式 、(2.11.5) 式 及 (2.11.6) 式 成 为 


8nrVm3cs 8rVmsca 3 
一 


i 
N= ha sinh OF = 515 (2.11.7) 
4 5 
加 = 2 fs (coshg — 1)sinh?0 . coshgdg 
WA | (88) 
Ei 
8: 4n5 OF 
用 = 2 人/ anh4bdg = TA (2.11.9) 
0 
其 中 ， j 
9 1/3 
z=asiihbp = 加 = (经 下 (2.11.10) 
me 8x me 


4(z) = z(z2 + 1)M2(2z2 — 3) + 3arsinhz, 
B(z) = sosl(z2 + 1)Y? — 1] — A(z). 


对 任何 z 值 , 可 计算 出 函数 4(z) 及 B(z). 这 些 函 数 已 由 Chandrasekhar 制 成 数值 
表 . 对 z< 科 1 及 zy 六 1 的 两 种 极限 情况 有 


当 z «1 
bi 47 1 9 11 
Al(z) 一 了 -77 十 32 FL 十 
_125_ 37 工 9 15 .11 
B(z) = 5Z 682 1767 员 
当 w 轩 
7 51 
a 1 
4(z) = 27° — 27 +3(m2 -让 )+ (3 起)+…， 


B(x) = 62 一 8z3 + 6z2 -as 人 ozz- 习 三 (3 ee 


在 z 一 0 的 极限 下 , 可 得 避 及 Eo 为 
dnVm4 
5h3 


A405 
= Ss, (2.11.12) 


wes; (2.11.11) 


0= 


hh= 
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| 

15h3 | 
| 


显然 , PB 及 Eo 间 满 足 关系 : 2 
P= 3E0/V. 


这 是 非 相 对 论 的 结果 . 当 z oo 时 ， 


B=2— 4, (2.11.13) 


P= 一 24， (2.11.14) 


这 时 有 


这 是 极端 相对 论 的 结果 . 
下 面 我 们 来 证 明 各 种 辐射 压强 与 电子 气压 强 相 比 是 可 以 忽略 的 
由 黑体 辐射 的 结果 可 知 , 光 的 辐射 压强 Pr 为 


Pra= jo’, (2.11.15) 


其 中 ， 
_ 8r5 k4 
= 35 ho 


由 (2.11.9) 式 , 可 得 
区 二 Crmec/3M)4(z) 


到 Ta (2.11.16) 
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Tri4c5 805 
3h3 5 


_ nmics 8/ 38xm3c 5/3 /grem3es A 
Tan 5\” hs Mp 3h3 He™p 


1/3N 凤 
eat /3 2.11.17 
20 (2) m(hemp) /3 : : ( ) 


式 中 je 为 原子 的 电离 度 , 对 氨 原 子 ne = 2,p 为 密度 , 与 本 节 开 始 时 所 用 p 的 定义 
相同 , 写成 


PD 


Bxm3c3 : 
p= a Hempe? = Jempn. (2.11.18) 
可 将 (2.11.16) 式 表示 成 
Po _ 38/3(nX3)5/3 f me? \3/2 
旭 - 和 ( 咎 ) (ay 


由 于 me? ~ 10eV 六 kT ~ 103eV, 而 na > 1, 因 此 有 /Pa > 1 即 可 略 去 辐射 
压强 . 


当 z 交 1 时 ， 

QN1/3 

五 四 SN 
/BMemp)/3 

从 而 有 

PB (mmcs/3h3)22 

FRR Bro(kT)/45(he)s 
30 /3n\ 3/ heN4 

=- 荡 ( 癌 ) (总 ) . (2.11.20) 


将 电子 气 的 有 关 数 据 代入 (2.11.20) 式 , 得 B/Pa 六 1, 所 以 在 > 六 1 的 极限 时 , 同 
样 可 以 忽略 辐射 压强 . 

最 后 我 们 讨论 一 下 白矮星 在 上 述 简化 模型 下 的 平衡 性 质 . 先 假设 系统 没有 引力 ， 
必须 将 体系 装 在 一 个 容器 里 , 系统 的 内 能 就 是 其 动能 Bo, 当 体 系 作 绝 热膨胀 或 压缩 
时 , 动能 Eo 的 变化 将 等 于 体系 压强 所 做 的 功 , 体系 的 压强 为 P(n), 则 Eo 的 变化 
为 


dEo = —P(n)dV = —P(R)4nR?dR. (2.11.21) 


当 我 们 用 氨 核 的 引力 场 去 代替 容器 时 , 显然 电子 气 将 千 引 力 约束 起 来 , 其 密度 则 是 
不 均匀 的 , 因而 其 压强 亦 与 空间 分 布 有 关 . 为 了 简化 起 见 , 我 们 忽略 这 种 不 均匀 性 ， 


2.11 和 白 乱 星 的 统计 平衡 “iid: 


这 时 体系 的 能 量 将 包含 两 部 分 ; 电子 气 的 动能 Bo 及 氨 核 的 引力 势能 Eo. 由 于 ( 电 
子 气 + 氨 核 ) 构成 了 一 个 孤立 系 , 总 能 量 (Bo + Bg) 不 会 因为 内 部 过 程 而 改变 , 即 


dEo + dE, = 0， (2.11.22) 
其 中 氨 核 的 引力 势能 可 表示 为 
E,= a (2.11.23) 


G 为 引力 常数 , M 为 体系 总 质 晤 ,a 为 数 最 级 为 1 的 常数 , 由 (2.11.21) 式 、(2.11.22) 


式 及 (2.11.23) 式 可 得 
Qa GM? 


M(B) = 让 了 (2.11.24) 
由 (2.11.9) 式 ,得 ， 
mcs aGM: 
Bh 4(z) = Ra (2.11.25) 
_ be _ /9rM 1/3f /me 
?me 一 8myp R. 


方程 (2.11.25) 成 为 


* /9xM jim-lc-1 3ahs _ GM? 
4 = 一 : 
8mp RR dn2mdcs R4 
-lo-1l\3 2 
= oro (We ) GM /及 


mc? 


(2.11.26) 


引入 三 个 基 纲 为 一 的 量 : 


33 /网 B 
4 最 ) = ra (2.11.27) 


这 三 个 基 纲 为 一 的 量具 有 明显 的 物理 意义 ; 讽 表示 由 质子 质量 表示 的 星体 总 质量 ; 
五 表示 用 电子 康 普 慑 波长 表示 的 星体 半径 ; 而 巨 则 是 用 电子 静止 质量 表示 的 星体 
的 引力 势能 . (2.11.26) 式 或 (2.11.27) 式 通常 被 称 为 白矮星 的 质量 - 半径 关系 式 . 且 
从 (2.11.27) 式 可 以 看 出 , 这 方程 显示 了 甚 子 力学 、 相 对 论 和 万 有 引力 之 间 的 一 个 出 
色 的 组 合 , 也 就 是 体现 了 这 三 种 效应 之 问 的 相对 平衡 关系 . 
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由 于 函数 4(z) 是 极 复杂 的 函数 , 除了 两 种 极端 情况 外 , 不 能 将 星体 的 半径 表示 
成 质量 的 显 式 函数 . 考虑 到 对 4(z) 的 两 种 极端 情况 展开 式 是 在 z >1 和 z<<1 时 
得 到 的 , 自然 地 , 选择 z 为 0(1) 时 作为 判 据 , 令 
[Da 
R 


代入 各 参数 , 得 特征 半径 Ro 为 


Ro ~ 108cm. 


用 Ro 来 分 析 两 种 极限 情况 : 
(1) Ro > 10scm(z & 1) 
由 4(z) 得 
3(9mr)2/3 hi2M-1/3 


Rv oa Gr & M-13. (2.11.28) 
(2) R< 10scm(z > 1) 
由 4(z) 的 展开 式 : 
4(z) ~ 274 一 272 
得 /: 1/3 2/311/2 
1/3 

wm 

其 中 ， 


1/2 3/2 
Mn = 责 去 (号 ) 人 一 ~ 1033g. (2.11.30) 


由 以 上 结果 可 以 发 现 ， 自作 星 的 质量 越 大 半 欠 六 起 此 外 , 还 存在 一 个 由 
(2.11.30) 式 给 出 的 极限 质量 Mo, 它 对 应 着 星体 的 半径 为 0. 当 M > Mo 时 , 质 
量 半 径 关 系 式 不 具有 实数 解 , 因而 所 有 的 白矮星 质量 均 小 于 Mo, 这 一 点 已 为 天 体 
观察 所 证 实 . 

白矮星 质量 的 正确 极限 被 称 为 Chandrasekhar 极限 . 这 极限 值 的 存在 , 从 物理 
上 来 看 则 是 由 于 当 星体 的 质量 超过 这 一 极限 时 , 系统 的 压强 Po 不 足以 对 抗 引 力 坦 
缩 的 趋势 . 根据 Chandrasekhar 的 详细 研究 , 得 Mo 为 


5.75 
廊 O 

be 为 气体 电离 度数 , jve < 2， i 最 后 得 
Mo ~ 144O. 
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图 2.11.2 显示 了 白矮星 质量 和 半径 的 理论 关系 , 它 建立 在 Chandrasekhar 严格 
研究 的 基础 上 . 可 以 看 出 在 两 个 极端 区 , (2.11.28) 式 和 (2.11.29) 式 模拟 得 很 好 . 


RH 


M/M 
0.5 1.0 


图 2.11.2 白矮星 质量 与 半径 的 关系 
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前 一 章 我 们 讨论 了 量子 理想 气体 的 统计 性 质 , 虽然 得 到 了 一 系列 重要 结果 , 但 
由 于 在 研究 这 些 系统 时 , 将 体系 看 成 是 没有 相互 作用 粒子 所 组 成 的 , 其 结果 必然 有 
很 大 局 限 性 . 自然 界 中 存在 的 实际 体系 总 是 有 相互 作用 的 , 其 中 大 部 分 都 不 能 近似 
地 被 看 成 没有 相互 作用 系统 , 研究 这 些 系统 则 是 统计 力学 的 更 为 重要 的 课题 , 原则 
上 第 1 章 讲述 的 系 综 理论 , 同样 可 以 应 用 于 有 相互 作用 系统 , 但 统计 力学 所 讨论 的 
对 象 总 是 由 大 基 粒 子 组 成 的 , 当 将 系 综 理 论 用 于 研究 这 些 体系 时 , 必然 会 遇 到 数学 
上 的 严重 困难 . 于 是 统计 力学 中 发 展 了 一 系列 近似 方法 , 来 研究 这 些 问题 . 若 粒子 
间 的 相互 作用 不 太 强 (如 稀薄 的 实际 气体 ) ,可 将 系统 的 各 物理 二 写成 级 数 展开 的 
形式 , 级 数 的 主要 项 表示 相应 的 理想 系统 的 结果 , 而 后 面 各 项 则 表示 由 粒子 间 的 相 
互 作用 引起 的 修正 , 梅 逸 等 在 20 世纪 30 年 代 完成 了 对 经 典 系统 进行 级 数 展开 的 
系统 方法 , 称 为 集团 展开 法 . 以 后 由 Kahn,Uhlenbeck 及 李 政 道 、 杨振宁 B3 等 人 将 
这 一 方法 推广 到 其 子 系统 , 使 这 一 方法 更 完善 


3.1 经 典 集团 展开 


考虑 N 个 经 典 粒子 组 成 的 体系 , 粒子 间 存 在 两 体 相 互 作 用 , 即 相互 作用 势 只 与 
两 粒子 间距 离 有 关 . 系统 的 哈密 顿 基 可 写成 ， 


. = (3.1.1) 
1 i127 
其 中 pi 是 第 ;个 粒子 的 动量 , wj 是 第 i 个 粒子 与 第 7 个 粒子 间 的 相互 作用 势 ， 
uj = ulri — Tl). 
如 果 系 统 占 有 的 体积 为 V, 体系 的 巨 配 分 函数 为 
wh 2N -8 一 -Eu 
sn- Dim/° 
对 动量 的 积分 是 容易 计算 的 , 积分 后 得 


~ “Qn(V,T) 
3(z,VT)= 区 le 
aV,T) 局 (8.1.3) 


dsNrd3Np. {3.1.2) 


3.1 经 典 集团 展开 lt 


其 中 ， 

-BE ui ， 

Qn(VT)= fe 汉 dr 二 erpusd3Nr. (3.1.4) 
“n=/ /U 
称 为 位 形 积分 . 由 粒子 间 的 相互 作用 引起 的 修正 , 主要 来 自 于 位 形 积分 项 ， 当 粒子 
间 的 相互 作用 为 零 , 由 (3.1.4) 式 得 Qn(V,T) = VY, 便 回 到 理想 气体 的 巨 配 分 函 
数 . 
引进 函数 fij, 其 定义 为 
i =e -1， (3.1.5) 


显然 , 当 系 统 没有 相互 作用 时 ,fi; = 0; 存在 相互 作用 时 , fi; 不 等 于 0, 在 足够 高 的 
温度 下 , fj 比 1 小 得 多 . 比较 wi 与 记 ( 图 3.1.1) 可 以 看 出 ， 


w 六 


图 3.1.1 wij 及 fii 函数 


(1) 函数 fi; 是 处 处 有 界 的 ; 
(2) 当 粒 子 间 距离 大 于 相互 作用 势 的 有 效 范围 时 , fij 可 以 忽略 , 所 以 函数 fij 更 
适 于 作 级 数 展开 . 用 fi; 表示 位 形 积分 为 


.Qn(V,7)= {I+ fer dry 


i<j 


= /+ htt end (3.1.6) 


为 了 计算 (3.1.6) 式 中 各 项 , 采用 图 形 法 . 用 带 数 字 的 圆圈 表示 某 个 粒子 , 数字 指 的 
是 粒子 的 标号 , 用 连接 两 圆圈 之 癌 的 直线 表示 因子 fij, 如 果 两 圆圈 之 间 无 直线 相连 ， 
表示 因子 为 1. 引进 “图 形 ” 的 定义 : 
图 形 : 有 六 个 带 数字 的 圆圈 , 它们 之 间 可 以 有 或 没有 直线 连接 , 这 样 构 成 的 图 
称 为 图 形 . 

按照 这 一 定义 及 直线 与 fi; 之 间 的 对 应 关系 , (3.1.6) 式 中 每 一 项 都 可 以 用 一 个 
图 形 来 表示 . 例如 当 N = 3 时 , 可 以 列 出 展开 式 与 图 形 之 间 的 对 应 关系 (图 3.1.2): 
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昌 co oze oo 


(a) 1 (b) 所 (0) 所 (Df 
A 
OY VAY 

(©) fafa (0) fofis (8) ffn (h) ffisfs 


图 3.1.2 N=3 时 的 各 种 可 能 图 形 
为 了 得 到 e-*/*T 的 展开 式 , 相当 于 画 出 所 有 可 能 的 图 形 , 并 将 其 相 加 . 但 仅 有 


这 样 的 对 应 关系 并 不 能 使 计算 过 程 简化 ; 为 了 进一步 简化 计算 , 引进 “集团 ”的 概 


团 . 


集团 : 图 形 中 任 一 圆圈 都 直接 或 间接 与 所 有 其 他 圆圈 相连 , 这 样 的 图 形 称 为 集 


显然 , 凡是 集团 就 一 定 是 图 形 , 而 图 形 则 不 一 定 是 集团 . 对 每 一 个 由 N 个 粒子 


构成 的 图 形 , 可 以 分 解 为 若干 个 集团 , 而 由 同样 数目 的 粒子 可 以 构成 不 同 的 集团 , 这 


些 集 团 对 位 形 积分 的 贡献 可 以 相同 或 不 同 . 我 们 称 ! 个 粒子 构成 的 集团 为 ! 集团 . 
例如 , 3 集团 可 以 有 四 个 , 即 图 3.1.2 中 的 (e), (90, (g) 和 (h); 其 中 前 三 个 对 位 形 积分 
的 贡献 相同 , 而 第 四 个 则 不 同 . 我 们 引入 集团 积分 总 定义 为 


1 


bu(T,V)= RED x (所 有 可 能 的 ! 集团 之 和 ) 
ps 
“VND / ll fdr dn (3.1.7) 


这 样 定义 的 (T,V) 有 以 下 两 个 性 质 ， 
(GD bu(T,V) 是 一 个 量 纲 为 一 的 量 ; 

(2) 当 VV 一 co 时 , by(T,V) 趋 于 一 个 与 体积 无 关 的 有 限 值 bi(T). 

其 原因 是 当 我 们 对 ! 个 粒子 进行 积分 时 , 先 固定 其 中 一 个 粒子 的 坐标 , 例如 mi， 


对 其 余 (1 - 1) 个 粒子 积分 , 由 于 函数 fi; 只 在 空间 的 有 限 区 域 不 为 零 , 所 以 积分 亦 
只 在 空间 有 限 区 域 不 为 零 , 这 结果 与 体积 无 关 ; 最 后 再 对 m 积分 , 得 到 一 个 纯 体 积 
因子 V, 与 系数 中 的 VV 消 掉 , 使 b(T,V) 趋 于 一 个 与 V 无 关 的 有 限 值 . 关于 这 一 点 
的 严格 证 明 可 用 本 书 第 5 章 讨论 的 杨 - 李 定 理 进行 . 


作为 例子 , 我 们 将 写 出 前 几 个 集团 积分 : 


b= El = 二 /an =1, (3.1.8) 
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1 1 
= OO rf / fine 
1 2 
一 35 aa 一 ¥/ Jr)r2dr 


oo 
= 至 全 (re -Dradn 3.1.9 
Bh 


1 fm 9 Q@ @ 
b= pa 人 太 SN 
d 9 dg-o 0o-9 d-e 


(hisjis + fi2f23 + fi3f23 + fi2f13f23)d3rid rad3rs 


- 


67 
人 a [ev { / fatimaains +v ff tapasdrraasns] 
一 2 好 十 we { /apazadsradsr (3.1.10) 
从 这 些 例子 中 可 看 出 , 集团 积分 定义 式 中 体积 因子 V 都 被 消去 , 有 
51(T) = Jim, bi(T,V) 


由 集团 积分 的 定义 可 证 明 下 述 定理 ， 


p oo 
元 = ($ms) = PD (3.1.11) 
N_, Olns 1 ji 
A 网 
这 定理 被 称 为 梅 逸 第 一 定理 或 称 梅 逸 集团 展开 式 . 


证 明 ， . 
考虑 有 N 个 带 有 不 同 数 字 的 粒子 ,将 其 分 成 若干 组 , 令 一 组 内 有 1 个 粒子 的 组 


数 为 mw 分 的 过 程 必须 满足 条 件 》 1.mi = N. 现 在 要 问 对 NN 个 粒子 有 多 少 种 分 法 ? 


1=1 
由 于 有 相同 粒子 数 的 组 与 组 之 间 的 交换 以 及 每 一 组 内 的 粒子 间 的 交换 都 不 会 
产生 新 的 分 法 , 当 给 定 一 组 数 {m4} 时 , 将 会 有 


一 一 种 分 法 3.1.13 
Tow ma Se 
人 
当 图 定 一 种 分 法 , 每 一 个 有 ! 个 粒子 的 组 都 可 以 用 一 个 ! 集团 与 其 对 应 , 也 就 是 可 
以 用 一 个 集团 积分 来 表示 ; 而 整个 N 个 粒子 则 对 应 于 一 个 由 mu 个 集团 组 成 的 
1 
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个 粒子 的 图 形 , 与 这 图 形 对 应 的 因子 积 (守卫 户 ) 给 出 了 展开 式 (3.1.6) 中 的 
i<j 


一 项 . 然而 , 对 一 个 粒子 数 固定 为 ! 的 组 可 以 对 应 于 不 止 一 个 集团 , 由 集团 积分 的 定 


义 可 知 : 
所 有 可 能 1 集团 之 和 =b,… Ll. 和 (DV, 考虑 到 粒子 数 为 1 的 组 有 ni 个 , 则 所 有 
可 能 1 集团 之 和 =[b :是 : 入 (DV 当 粒 子 数 ! 取 不 同 值 时 , 可 以 得 到 


所 有 可 能 集团 之 和 =]Ilb tt 和 (了 Vy™， (3.1.14) 
1 


(3.1.14) 式 给 出 的 是 当 固定 一 种 分 法 时 , 计 及 各 种 可 能 的 N 点 图 所 得 到 的 因子 积 ， 
PA 总 的 因子 积 就 是 (3.1.13) 式 和 (3.1.14) 式 的 乘积 ， 


I al ud] 


woe) (3.1.15) 


将 (3.1.15) 式 对 各 种 分 布 数 {nm} 求 和 , 得 到 N 个 粒子 体系 的 位 形 积分 : 
Qn(VT) = NSN 5, [二 人 由 划 (3.1.16) 


{ne} 
(8.1.16) 式 对 {nu) 的 求 和 必须 满足 条 件 ， 
> ml=N. 
1 
把 (3.1.16) 式 代入 巨 配 分 函数 的 表达 式 , 注意 到 3、 本 /相当 于 ,可 得 


N=0 {m} nna=0 


a 
人 
S 


ll 
[em 
es 
WE 
I- 1 
Bs 
= 

S 
<|<= 
ES 


I 


I 
Ms 
es 
加 
2 
< 
a 
N_ 
NS 
2 


(3.1.17) 


工 
2 


所 以 ， 


3.2 ” 非 理 想 气体 的 位 力 展开 .121 . 


即 
sl 
趣 = 由 (zs) = 广 De 
完全 同样 的 可 得 
= GG 和) = 襄 DD Wmi(T)z 
{=1 
于 是 定理 得 证 . 


3.2 非 理 想 气体 的 位 力 展 开 


1, 位 力 展开 ~ 

当 我 们 将 集团 展开 用 于 气体 系统 , 将 会 得 到 与 实验 符合 得 很 好 的 结果 , 但 如 果 
用 来 研究 凝聚 现象 、 临 界 点 和 液 相等 问题 , 就 会 遇 到 严重 的 困难 , 原因 在 于 (a) 涉及 
(3.1.11) 式 及 (3.1.12) 式 中 取 极 限 的 方法 , (b) 对 ! 求 和 的 收敛 性 , 及 (c) 集团 积分 的 
体积 依赖 性 . 因此 我 们 只 限于 讨论 有 相互 作用 的 非 理 想 气体 . 

气体 的 状态 方程 可 写成 级 数 展开 的 形式 : 


Pu 它 XA! 
路 -an($) ， (3.2.1) 


其 中 v= V/N 称 为 每 个 粒子 的 容积 . 方程 (3.2.1) 可 由 (3.1.11) 式 及 (3.1.12) 式 消 
去 z 得 到 , 被 称 为 系统 的 位 力 展开 , 系数 a1(T) 称 为 位 力 系数 . 为 了 确定 系数 a(T) 
与 集团 积分 5 之 间 的 关系 , 将 (3.1.11) 式 及 (3.1.12) 式 代 入 (3.2.1) 式 , 得 


DR 
Emr = 艺 {a ba oa } (3.2.2) 
各 
交叉 相 乘 后 , 令 等 式 两 边 的 z 的 同 宕 次 项 系数 相等 , 可 得 
人 | (3.2.3) 
a -等 / er/ -Dr2dr (3.2.4) 
aa = 全 2 = -3 A 站 ”JiaPisjasdarizdaria， (3.2.5) 


4 = 一 2052 十 185253 — 354 一 … (3.2.6) 
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从 3.1 节 的 讨论 可 知 , 每 一 个 集团 都 可 以 用 一 个 图 形 来 表示 , 为 了 计算 位 力 系 
数 , 引进 不 可 约 集团 的 概念 . 

不 可 约 集团 : 在 任 一 个 表示 粒子 集团 的 图 形 中 , 如 果 不 能 通过 切断 一 条 粒子 间 
的 连 线 而 将 图 形 分 成 两 个 互 不 相连 的 部 分 , 这 样 的 集团 称 为 不 可 约 集团 , 否则 就 是 
可 约 集团 . 

例如 在 图 3.1.2 中 (e),(f) 及 (g) 为 可 约 集团 , 而 (h) 为 不 可 约 集团 . 从 解析 式 的 
角度 来 看 , 在 作为 被 积 函 数 的 fij 的 乘积 中 , 如 果 不 可 能 将 这 一 乘积 分 成 两 部 分 , 两 
者 之 间 只 有 一 个 相同 标号 的 粒子 , 这 样 的 集团 就 是 不 可 约 集团 . 

由 方程 (3.2.5) 可 以 看 出 , 第 三 位 力 系数 只 与 3 粒子 集团 有 关 , 一 般 情 况 下 , 可 
以 证 明 ! 级 位 力 系数 只 与 ! 粒子 集团 有 关 , 它们 之 间 有 普遍 关系 式 : 


a (22), (8217) 
其 中 所 -1 称 为 不 可 约 集团 积分 , 定义 为 
| Bi = TU 一 D0-DV x (所 有 不 可 约 1 集团 之 和 ). (3.2.8) 


显然 , 1-1 与 b 一 样 , 也 是 量 纲 为 一 的 雯 , 当 V 一 co 时 , B11 将 趋 于 一 个 与 容 
器 尺寸 和 形状 无 关 的 有 限 值 , 且 B-i 与 b 之 间 存 在 普遍 的 关系 ， 


1 ll BK)™ 
h= [I ( 人 | (3.2.9) 


{mr} “天 =1 


这 里 带 撤 的 求 和 遍及 满足 下 述 条 件 的 所 有 的 {mk} 的 集合 : 
ll . 
DKmg =1-1, mrk=012 (3.2.10) 
K=1 


方程 (3.2.9) 的 逆 关 系 为 


( 一 2 十 Sm)! 
m1 - 
Bi= > (07 | 一半 一 
{mi} 
带 撤 的 求 和 遍及 满足 下 述 条 件 的 所 有 的 {mi} 的 集合 : 
F 
D-DD.m=-l m=0,1,2,... 
i=2 
显然 , 在 {mi} 集合 中 i 的 最 高 值 为 ! (相应 的 集合 除了 mi 等 于 1 之 外 , 其 余 所 有 
的 mi 均等 于 0) ,因此 对 该 集合 B.-1 表达 式 中 出 现 的 b; 的 最 高 阶 就 是 b, 于 是 再 
次 看 到 位 力 系数 a 完全 由 量 ,bz,…, br 所 决定 . 
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下 面 我 们 来 证 明 (3.2.7) 式 及 (3.2.9) 式 . 
由 (3.1.11) 式 及 (3.1.12) 式 可 以 写 出 

a) 

=/ EE (3.2.12) 
从 (3.1.12) 式 可 知 , 在 z 一 0 的 极限 下 ,(3.2.12) 式 的 被 积 函数 1/z . v(z) 趋向 于 值 
1/X3, 因而 P(z)/kT 趋 于 值 >/Xa, 这 结果 与 (3.1.11) 式 完全 一 致 . 也 就 是 在 > 一 0 
的 极限 下 , P/kT 趋 于 1/v. 

引进 新 的 变量 z, 定义 为 


z=nX = MX/yv, (3.2.13) 


方程 (3.1.12) 用 变 其 z 来 表示 为 


z(z)= Sis (3.2.14) 
l=1 
(3.2.14) 式 的 逆 关 系 为 
z(z) = ze-?(®), (3.2.15) 


由 于 当 z <<1 时 z 和 2 实际 上 是 相同 的 , 故 当 z 一 0 时 , 函数 p(z) 趋向 于 零 , p(z)、 
可 以 展开 成 z 的 级 数 ， 2 
elz) = 5 Bkz4. (3.2.16) 
K=1 


将 (3.2.13) 式 、(3.2.15) 式 及 (3.2.16) 式 代 入 (3.2.12) 式 , 得 


多 = K 
= 总 [ wp 包 (#7 )| (3.2.17) 
将 (3.2.17) 式 与 (3.2.13) 式 合并 , 得 
Pv K 
=1— 二 kozk ). 3.2.18 
三 学 (起 了 ) Ge 


比较 (3.2.18) 式 与 (3.2.1) 式 , 有 


1 一 1 
d= Bi, (>1). (3.2.19) 
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(3.2.19) 式 就 是 我 们 要 证 明 的 (3.2.7) 式 . 
为 了 导出 8 和 上 古 之 间 的 关系 , 利用 数学 上 的 拉 格 朗 日 定理 , 在 现在 的 情况 下 ， 
定理 给 出 方程 
2(Z) = £2/f(2) 、 (3.2.20) 
的 解 为 
让 -1 
‘22) = 5 [六 /| (3.2.21) 


j=1 


显然 , 方 括 弧 内 的 表示 式 是 函数 f(5) 在 6 =0 点 附近 泰勒 展开 式 中 677! 项 的 系数 
的 (j 一 了 1)! 倍 . 让 (3.2.20) 式 中 函数 f(z) 为 


1(0) = explo(o) = exp( > Bre") 
K=1 


= I eguz : (3.2.22) 
K=l 
得 方程 的 解 为 
i {Home 在 6 二 0 点 附近 泰勒 展开 式 中 
j=1 了 K=1 
、 项 的 系数 (3.2.23) 


将 (3.2.23) 式 与 (3.2.14) 式 比较 , 求 得 
到 {ef [ 3 0 CR ! 的 系数 } 


K=1 Ei 
xk 
二 并 条 52om” (3.2.24) 
了 mk Kl TK 


带 撤 的 求 和 是 满足 下 述 条 件 的 所 有 {mx} 的 集合 . 


DKmxr=j-l, mk=01D2 


(3.2.24) 式 就 是 我 们 要 证 明 的 (3.2.9) 式 . 
2. 位 力 系数 的 计算 


为 了 得 到 状态 方程 位 力 展开 式 的 具体 形式 , 就 需要 计算 位 力 系 数 , 第 一 位 力 系 
数 为 ul = bi = 1 所 以 首先 要 计算 的 是 二 级 位 力 系数 . 
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由 方程 (3.2.4) 可 知 , 要 计算 二 级 位 力 系数 就 需 知道 粒子 间 的 相互 作用 势 . 正如 
我 们 所 知道 的 , 两 粒子 间 的 相互 作用 势 , 当 粒 子 间距 离 很 近 时 , 排斥 势 是 主要 的 , 而 
当 距 离 较 远 时 , 吸引 势 是 主要 的 . 对 密度 不 很 高 的 气体 而 言 , 排斥 势 的 精确 形式 并 不 
很 重要 ; 而 吸引 势 的 精确 形式 则 更 为 重要 . 作为 一 个 粗略 近似 , 采用 刚 心 排斥 势 , 而 
吸引 势 部 分 则 采用 六 次 宕 形式 , 也 就 是 将 粒子 的 两 体 相互 作用 表示 成 


一 全 
un) (eey 站 (3.2.25) 
由 (3.2.25) 式 , 二 级 位 力 系 数 表 示 成 


2 wo i ， 
02 一 {f° rart -er). (3.2.26) 
To 


(8.2.26) 式 第 一 项 积分 是 简单 的 ， 对 第 二 项 积分 , 假设 粒子 相互 作用 势 比 热能 小 得 
多 , 即 


(vo/kT) < 1, 
第 二 项 的 被 积 函数 可 简化 成 


6 
ug (TQ)6 uo /7 
1 一 省 () =- 仍 (=) ， 
因此 积分 很 容易 被 计算 , 结果 为 


2xr8 
m= (- 萌 ) (3.2.27) 


将 这 结果 代入 (3.2.1) 式 , 得 到 状态 方程 的 一 级 修正 : 


kT 2rrb Uo 
P< 笠 + 开 (1- 恕 ) 


i hs 2 外 (3.2.28) 
其 中 Ba(T) 有 时 也 被 称 为 第 二 位 力 系数 , 由 (3.2.29) 式 表示 : 
Ba(T) = oz》X3 = Ea 人 串 ) (3.2.29) 


方程 (3.2.28) 中 的 第 二 位 力 系数 是 在 相互 作用 势 的 粗略 近似 下 得 到 的 , 这 结果 精 

确 地 与 实际 气体 的 范 德 瓦 耳 斯 近似 相符 ， 事 实 上 如 果 气 体 是 稀薄 的 ， 有 有 2 < 
1,(3.2.28) 式 可 改写 成 

2rrguw kT 2xr3\ 1 

P+ ~ 区 人 一 2) 
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上 式 很 容易 写成 范 德 瓦 耳 斯 物 态 方程 的 形式 : 


其 中 ， 
3, 
a= 于， b= 2 = dvo 罗 
可 以 看 出 , 在 范 德 瓦 耳 斯 物 态 方程 中 的 参数 b 是 实际 的 分 子 体积 vo 的 4 倍 , 而 vo 
是 直径 为 ro 的 球体 的 体积 . 


以 上 所 得 到 的 系数 wb 与 了 无 关 , 这 结果 与 实验 结果 不 一 致 , 其 原因 自然 是 
由 于 所 选择 的 相互 作用 势 过 于 简化 , 如 果 改 进 相互 作用 势 的 形式 , 取 Lennard-Jones 


势 
12 6 
J- [fm afmy]. 
le] 
可 以 得 到 定 基 上 与 实验 相符 的 结果 , 此 时 已 为 
Ba(T) = 2n / (eur kT) ?gr 
0 


其 中 = rroiB2 = B2/78. 
对 1 > 2 时 的 高 级 位 力 系数 , 也 可 以 类 似 的 计算 , 主要 的 问题 是 积分 的 问题 ， 
3.3 ”量子 集团 展开 


对 措 子 力学 系统 , 由 于 攻 子 效应 的 存在 , 必须 对 经 典 集团 展开 理论 作 适 当 的 修 
改 . 考虑 体积 为 Y 的 盒子 中 有 N 个 全 同 粒子 , 系统 的 哈密 顿 地 为 


识 记 
Hn= -mn +r) (3.3.1) 
全 


i<j 
系统 的 配 分 函数 为 
Zu(VT) = Tr(e-hfw) = 》 ep 


= /Ws Ne Piyall 2 Nd Nr (8.39) 
a dv 


其 中 波 函 数 wo 构成 正 交 归 一 的 完备 系 , 数字 1,2,…, NN 表示 位 置 坐标 71,:… ,rN， 
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引进 算 符 .Wy, 其 矩阵 元 为 
(1 NW N) 

NIASN > {ua aN')e-ABw ya(l,... ,m)} 

ND {st Ne Nee} ea 
用 Ww(1,…, 入) 表示 Ww 的 对 角 元 素 , 有 

Wa (le N) = NSN 5 {WC N)ya(L , Neee). 
配 分 函数 可 以 表示 成 
Zn(V,T) = maw Wether 
二 (3.3.4) 


与 (3.1.3) 式 相 比 可 以 看 出 , Tr(Wiy) 是 与 经 典 集团 展开 中 位 形 积 分 对 应 的 量 . 而 量 
Ww(1,…, N)d3N7 表示 系统 的 “位 形 ” 处 在 间隔 


{(ra mrN),(ri+dri TN + drn)} 


内 的 概率 , 故 Ww 被 称 为 概率 密度 算 符 . 
先 介绍 矩阵 元 Tvw(1,….，N) 的 一 些 性 质 ， 
(1) (YIMmh) 
1 


1 
一 X3 ——=exp(—ip :mr4/ 间 一 exp(ip : 71/ |exp(—Bp?/2m) 
> [ VV ， VV . | a 


= 六 et or/ 
= exp(—n(r1 一 "4)2/X2). (3.3.5) 


由 单 粒子 密度 矩阵 的 表示 式 可 知 , 这 量 正 是 表示 了 空间 位 置 7 与 " 之 间 的 相关 , 这 
种 相关 是 来 源 于 波 函 数 的 对 称 性 . 当 了 一 co 时 , 入 一 0, 则 对 所 有 |ri - r1| 的 有 限 
值 , 矩阵 元 (3.3.5) 式 趋 于 零 . 

(2) (al = 1 

(3) 不 论 波 函 数 区 的 对 称 性 如 何 , Wn(1,…, 入 ) 对 自 变量 的 置换 总 是 对 称 的 . 
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(4) 在 {wa} 集合 的 么 正 交换 下 , 矩阵 元 WN (1,…, NN) 是 不 变量 . 

(5) 设 坐标 "1 …,rw 的 取 值 可 分 为 4 和 B 两 组 , 且 分 别 属于 4 组 和 B 组 的 
任意 两 个 坐标 ri 及 ri 满足 条 件 

lm 7 > 为 ri 一 ?| 党 广 
其 中 和 为 平均 热 波长 , F 为 两 体 势 的 有 效 范围 . 则 
到 w( wwV)sTA(r4) We(rB), (3.3.6) 
74 与 78 分 别 表示 4 组 及 B 组 内 全 体 坐 标 . 

对 这 一 性 质 , 直观 上 是 容易 理解 的 . 由 于 ” 及 7; 所 满足 的 两 个 条 件 , 故 4 组 粒 
子 与 B 组 粒子 之 间 几 乎 是 不 相关 的 , 两 组 的 行为 像 两 组 独立 的 客体 , 因此 组 合 位 形 
的 概率 密度 Ww 可 用 概率 密度 Wa 及 Wp 的 乘积 来 表示 . 对 这 一 性 质 不 作 数 学 上 
的 严格 证 明 . 

考虑 NN = 2 的 情况 , 当 |r1 一 72| 一 co 时 , 由 性 质 (5) 可 以 预期 : 


Wa(1,2) = Wi(D)Wi(2) = 1, 
但 在 一 般 情况 下 , Wz(1,2) 并 不 等 于 Wi(1) .Wi(2). 可 以 定义 函数 U2(1,2): 
Wa(1,2) = Wi(1)Wi(2) + Ua(1,2), (3.3.7) 


显然 ， 


Ta 一 oo 


Ua(1,2) 2 0. 


与 经 典 集团 展开 相 比 较 可 以 看 出 , 函数 Us(1,2) 与 梅 多 函数 所 相当 , 据 此 可 以 
定义 集团 函数 Ui 的 数列 ， 


(Mm) = (MO), (3.3.8) 
(1, 241Wal1, 2) = (011)(240312) + (1, 211Ds|1, 2), (3.3.9) 
{15,231Wall, 2,3) =(10511)(2"10: 12) (80 13) 
+ (10111)(2’, 31102|2, 3) + (2110112)(1’, 31102|1, 3) 
十 (3 六 3)(1 21102|1, 2) + (1 2 3110s|1, 2, 3). 
六 (3.3.10) 
依 此 类 推 , 在 方程 链 中 最 后 一 个 方程 的 对 角 项 为 
Wa(1,, N) 

= {Tl ) 吕 区 ) Da( 中 小 (3.3.11) 


{my} P 
mi 个 因子 ms 个 因子 
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这 里 带 撤 的 求 和 表示 对 满足 下 述 条 件 的 所 有 {mz} 集合 进行 : 


N 
Dim=N, m=0,1,2,.. 
T=t 


在 方程 (3.3.11) 等 号 右边 有 N 个 空 括 弧 , 需 填 入 N 个 粒子 的 坐标 , 》) 表示 对 所 填 


S 
充 坐 标的 各 种 可 能 交换 方式 求 和 , 需 注意 的 是 同一 方 括 弧 内 的 坐标 交换 并 不 产生 新 
的 项 . 

由 W 的 方程 链 可 解 出 V1, U2,……: 

人 Da) = (Ta (3.3.12) 


人 241Da|1,2) = (121Wal1, 2) 一 (12 |Wil2), (3.3.13) 
人 20 31108|1, 2, 3) 一 (1 2 31Wsl1, 2, 3) — (Wi |1)(2’, 311Wal2, 3) 
— (2|Wi|2)(1, 31Wal1, 3) 一 (311W13)(1, 21Wal1, 2) 
+ 2(1 Wl1)(2 Wl2) (3 Wl3); 
pp g (3.3.14) 


可 以 写 出 一 般 项 的 系数 为 
CO7 (Dm Ss 人 (3.3.15) 
lt 


其 中 》 mi 实际 上 就 是 相应 的 项 中 序 算 符 出 现 的 个 数 , 可 以 看 出 , 方程 链 中 每 一 


了 
个 方程 的 等 号 右边 的 系数 之 和 为 0, 且 其 对 角 元 Ui(1,…,1) 相对 于 自 变 其 的 置换 是 
对 称 的 , 由 Wi,…, Wi 的 序列 所 决定 . 由 你 的 性 质 不 难 推断 , 当 Ui 中 任意 两 个 自 
变量 ri; 满足 Imi 一 7y| 之 入 六 时 有 


Ui(1,2,.:,) 0. (3.3.16) 


与 经 典 集团 展开 对 比 可 看 出 , Vi 与 梅 逸 理论 中 的 1 集团 相对 应 . 
仿 (3.1.7) 式 , 可 以 定义 集团 积分 : 


六 1 3 3 9 
bh(V,T)= ma {Ut da, (3.3.17) 


bu(V, 了 T) 是 量 纲 为 一 的 量 , 由 (3.3.16) 可 知 只 要 V 较 大 , br(V,T) 与 V 无 关 , 因此 在 
V 一 co 的 极限 下 , br(V,T) 趋 于 一 个 与 Y 无 关 的 极限 值 , 用 加 (7) 表示 . 可 将 系统 
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的 配 分 画 数 表示 成 
zur ns fr{ TD Do lo) 


{mi} FP 


N! 
= poy (Dm (2) ma mlmal 


fmf] [ws…| a } (3.3.18) 
(3.3.18) 式 最 后 一 步 是 由 于 在 》， 中 每 一 项 对 d3N7 的 积分 都 得 到 相同 结果 , 故 用 求 
Pp 
和 中 任意 一 项 乘 上 项 数 来 表示 , 这 系数 则 来 自 于 {m4} 集合 所 允许 的 各 种 排列 数 的 
总 和 , 由 以 的 定义 可 得 


N 
ZN VD 二 开 / {I [ex 9vy™/m] } 


{md) El 


-~ DIE (3.3.19) 


l=1 
(3.3.19) 式 利用 了 关系 : 


I (MD)m := (XN) 人 = NSN 
! 
(3.3.19) 式 与 经 典 集团 展开 式 在 形式 上 是 相同 的 , 很 自然 我 们 可 以 得 到 
已 1& 
砚 = 克 22e 


二 5 
= Db. 
V EE 


其 子 集 团 展开 尽管 在 形式 上 与 经 典 的 相同 , 但 对 51 的 计算 却 存在 着 很 大 差别 . 
在 经 典 统计 中 , 5 的 计算 只 涉及 一 些 积分 , 在 量子 统计 的 情况 下 , 作 相 应 的 计算 则 必 
须知 道 Ui 函数 , 而 要 计算 Ui 就 需要 计算 n < ! 的 所 有 Wn, 也 就 是 解 ” 体 的 薛 定 
证 方程 . 对 1= 2 的 情况 可 以 简单 地 处 理 , 但 当 ! > 2 时 , 数学 处 理 是 很 困难 的 ,20 世 
纪 50 年 代 末 李 政道 及 杨振宁 提出 了 两 体 磁 挤 方法 , 较 好 地 解决 了 这 一 问题 . 

顺便 指出 , 基 子 集团 展开 与 经 典 集团 展开 的 另 一 个 重要 差别 是 量子 效应 的 存在 . 
在 经 典 情形 中 , 如 果 粒 子 间 没有 相互 作用 的 话 , 凡是 1 > 2 的 所 有 b 都 恒 等 于 零 ; 但 
在 量子 系统 中 情况 则 不 同 , 对 量子 集团 展开 , 相应 的 集团 积分 为 


5 = (二 DJ-11-5/2 
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这 一 差别 正 是 由 波 函 数 对 称 性 引起 的 , 是 体系 量子 效应 的 体现 . 


3.4 量子 系统 的 第 二 位 力 系数 


由 基 子 集团 展开 与 经 典 集团 展开 之 间 的 相似 性 可 知 , 经 典 非 理想 气体 的 位 力 展 
开 同 样 适用 于 其 子 的 情况 , 因而 第 二 位 力 系数 的 计算 , 实际 上 也 就 是 要 计算 集团 积 
分 52. 对 世子 体系 要 计算 52 必须 知道 函数 W(1,2) 的 知识 , 也 就 是 要 知道 系统 中 的 
两 体 相互 作 用 的 性 质 . 系统 的 哈密 巾 基 是 


2 
育 = -起 (V9 + V9) + uni 72). (3.4.1) ， 
令 系 统 归 一 化 的 波 函 数 是 wo(1,2), 相应 的 本 征 值 是 B。: 
Hyal1,2) = EBayal1,2). (3.4.2) 


这 是 一 个 典型 的 两 体 相互 作用 的 醉 定 刘 方 程 , 采用 质心 坐标 系 将 会 使 讨论 更 为 简洁 ， 
定义 质心 坐标 系 为 


1 
R= 21+ 72); 和 一 72 一 四 1. 


由 直子 力学 可 知 : 


Wal1,2) = oo (3.4.3) 
Ea= 过 十 en， (3.4.4) 


其 中 a 表示 直子 数 (p,n) 的 集合 , 质心 运动 为 自由 运动 , yn(r) 为 相对 运动 波 函 数 ， 
en 为 相对 运动 的 能 量 , 满足 本 征 值 方程 : 


| 一 二 V2 十 “| 加 (r) = sn 加 (站 )， (3.4.5) 
(3.4.5) 式 中 m/2 是 粒子 的 折合 质量 ,wi(7) 满足 归 一 化 条 件 

mol er =1. 
由 (3.3.3) 式 可 知 双 粒子 的 W 矩阵 为 

Wa(1,2) = 2X 》 |ya(l2)Pe-ese 


三 DD ln(r) Peer /amerpenr. (3.4.6) 
克 气 
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当 体 积 Y 一 co 时 , 对 p 的 求 和 可 用 积分 来 表示 : 
二 Den 三 和 -ppz/anpzdp = 


(3.4.6) 式 成 为 
Wa(1,2) = 4V2X3 》 yn 人 re-psn， (3.4.7) 
与 上 述 计算 过 程 相 类 似 , 对 没有 相互 作用 系统 用 上 标 (0) 表示 , 可 得 
To,2) = 4V2 2 > Wn) ?eB (3.4.8) 
由 集团 积分 的 定义 (3.3.17), 有 


b= yp f Emal 


= xy f Rartwa, 2) -1 (3.4.9) 
所 以 可 有 
加 -= a f* Rdsr[Wa(1,2) — WA®(1,2)] 

= 2V3 [ ar 5 [iw (r) le-Be" ~ yO) (r)l2e-pe 

=2V5》、 |” - ere] (3.4.10) 
下 一 步 需 考察 两 个 系统 的 能 谱 . 对 没有 相互 作用 系统 , 能 谱 是 准 连续 的 ,为 ， 
< 多 = 2 (3.4.11) 
m 


其 中 为 相对 运动 的 波 数 . 而 对 有 相互 作用 系统 , 可 能 存在 两 体 束缚 态 , 因而 其 能 
谱 可 以 有 一 个 分 立 谱 ep 及 一 个 准 连续 谱 en,en 被 定义 为 
hi2k2 


n= (3.4.12) 


用 g(k)dk 表示 波 数 处 于 与 上 + dk 之 间 的 状态 数 , 也 就 是 连续 谱 的 态 密度 , 而 
g(Obdk 表示 没有 相互 作用 系统 的 相应 的 量 , 则 (3.4.10) 式 可 写成 


-多 =2vV5y erece+2V5 人 dk[g(b) -go(Dje-emiym (3.4.13) 
B 0 
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(3.4.13) 式 第 一 项 求 和 是 对 两 体 相互 作用 的 所 有 束缚 态 进行 . 
为 了 导出 态 密度 g(), 考虑 到 两 体 相互 作用 势 是 中 心 势 , 相对 运动 波 函 数 加 (r) 
可 写成 径 向 函数 R(7) 和 球 谐 函 数 Y(0,9) 的 乘积 : 


in) = Anm SC yin (0, 8). (3.4.14) 


由 波 函 数 对 称 性 的 要 求 , 对 玻 色 子 (7) = +w(7), 对 费 米 子 %(-7) = 一 w("), 因而 
对 景 子 数 1 的 取 值 给 出 了 一 个 限制 条 件 : 对 玻 色 子 ! 为 偶数 , 对 费 米子 ! 为 奇数 . 选 
波 函 数 的 边界 条 件 为 
Ru(Ro) = 0， 
Ro 为 一 个 很 大 的 数 , 最 终 让 Ro 趋 于 无 穷 . 
Riu(7) 的 渐 近 式 为 


m0) so]er 各 +t] 


mm(k) 表示 由 相互 作用 势 引起 的 波 数 为 的 1 分 波 的 散射 相 移 . 由 波 函 数 的 边 
界 条 件 决定 的 取 值 为 


kRo 一 到 +m(k) 一 ma， n=0,1,2,... (3.4.15) 


显然 上 的 值 与 1,n 有 关 , 而 与 磁 基 子 数 m 无 关 , 也 就 是 对 给 定 的 1 值 ,k 为 (2 十 1 
重 简 并 的 (因为 m 的 取 值 为 一 l,…, +). 
为 了 计算 g(k), 注意 到 相 邻 态 n 和 n+1 之 间 的 波 数 差 Ak 由 (3.4.16) 式 决定 : 


| + sk 包间 |] = 区 (3.4.16) 
半生 人 21+1 21+1 Om(k 
oO = = |® + Se|. (3.4.17) 
在 类 值 附 近 所 有 分 波 的 总 态 密度 为 
Da 汪 a 21+ Dle + 3|, (3.4.18) 


其 中 带 撤 的 求 和 表示 对 玻 色 子 为 = 0,2,4,…, 对 费 米子 为 1 = 1,3,5,… 
对 没有 相互 作用 的 系统 , 因 m(k) = 0, 于 是 可 得 


go(k)= 加 2 +1) (3.4.19) 
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合并 (3.4.18) 式 与 (3.4.19) 式 , 得 
9 -gO = 1 + DB (3.4.20) 
1 


将 (3.4.20) 式 代 入 (3.4.13) 式 , 得 到 
2 -5 5 十 2 > +1) 
x Comp 
Sea 
2 ee 
十 Yt + »/ ke- /mm (k)dk. (3.4.21) 


原则 上 给 出 了 相互 作用 势 的 具体 形式 , 就 可 得 到 n(), 并 由 (3.4.21) 式 可 算出 52 一 
加 ,而 加) 是 容易 计算 的 , 由 此 亦 不 难看 出 , 我 们 在 (3.4.9) 式 为 什么 不 直接 计算 
2, 而 计算 加 一 4), 回忆 我 们 在 第 2 章 讨论 过 的 理想 玻 色 气体 及 理想 费 米 气体 的 
位 力 展开 式 ( 见 第 2 章 (2.3.21) 式 及 (2.6.17) 式 ), 有 


1 = +1/25/2, (3.4.22) 


其 中 + 号 对 玻 色 子 , 一 号 对 费 米 子 . 
作为 例子 我 们 计算 刚 球 气体 的 第 二 位 力 系数 . 刚 球 气体 的 两 体 相互 作用 势 为 
_f{/%, r<ro; 
nm { 0, rro. 
考虑 到 : ， 
(1) 刚 球 势 不 可 能 形成 束缚 态 , 故 (3.4.21) 式 等 号 右边 第 一 项 为 零 ，. 
(2) 相对 运动 的 径 向 波 函数 R(7) 在 7 = ro 处 必 为 零 , 由 基 子 力学 可 求 得 散射 
相 移 为 


Mm(k) = arctan [| . (3.4.23) 


其 中 7(kro) 表示 球 贝 塞 尔 函 数 , m(kro) 表示 庶 依 曼 函 数 , 有 


> sinz 
(2) = ， 
Sinz — zcosz 
(2) Ss 
(3 一 z2)sinz 一 3zcosr 


j2(7) = 页 
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及 


COST 

mo(z) 一 一 i 
COsT + TsinT 
(3 一 z2)cosz + 3zsinz 
23 “ 


ma(z) 一 ， 


ma2(Z) 一 一 


直接 计算 得 到 


To(k) = ~—kro, 
n=- + (3.4.24) 
= ro) 1... 
mh(k) 一 一 党 下 
将 (3.4.24) 式 代 入 (3.4.21) 式 , 对 玻 色 子 考虑 到 ! = 0,2 项 , 对 费 米子 考虑 到 ! = 1 


项 (计算 到 (ro/A) 的 五 次 方 ) 得 


a 2) (人 -… 披 色 有 (425) 
$2 -by) = Ns i | 
-or(%) +1ler (四) 一 …,( 费 米子 ). (3.4.26) 
3.5 两 体 碰 撞 方 法 


李 -- 杨 的 两 体 碰 擅 方法 解决 了 量子 集团 展开 中 Ui 函数 的 计算 问题 , 也 就 是 避 
开 了 当 1> 3 时 要 计算 太 函数 就 必须 求解 ! 体 薛 定 坦 方程 这 样 一 个 数学 难题, 将 任 
何 到 的 计算 归结 为 求解 给 定 相互 作用 势 下 的 两 体 问题 . 

正如 我 们 曾 多 次 见 到 的 , 对 量子 力学 系统 即使 粒子 间 没 有 相互 作用 , 两 粒子 间 
也 会 存在 关联 , 这 种 被 称 为 统计 相关 性 的 关联 , 来 源 王波 函数 的 对 称 性 . 李 -- 杨 方法 
的 基本 思想 是 将 统计 效应 和 相互 作用 效应 分 开 来 考虑 , 先 解决 问题 的 统计 方面 , 再 
解决 它 的 动力 学 方面 , 整个 过 程 用 两 个 不 同步 又 来 完成 . 对 应 于 所 讨论 的 物理 体系 ， 
引进 一 个 假想 的 系统 , 这 系统 服从 玻 尔 兹 曼 统 计 , 也 就 是 波 函 数 是 未 对 称 化 的 , 其 他 
性 质 与 所 要 讨论 的 物理 体系 完全 相同 . 用 Ui 表示 假想 系统 的 集团 酉 数 , 用 Us/ 表 
示 实 际 系统 (满足 玻 色 或 费 米 统计 ) 的 集团 函数 ; 李 - 杨 方法 的 第 一 步 就 是 用 Ui 来 
表示 5 或 UA, 在 所 求 得 的 展开 式 中 , 必须 考虑 波 函数 的 对 称 性 . 第 二 步 是 将 Ui 表 
示 成 一 个 双核 函数 的 等 级 数 展开 式 , 而 双核 函数 可 以 通过 求解 在 实际 体系 的 相互 作 
用 势 ui 下 的 两 体 问题 得 到 , 这 样 就 避免 了 数学 上 的 严重 困难 . 
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相约 放 ， 洒 突 隐 汪 全 有 四 加 抽 附 各国 
Hn = = 过 寺 叶 Vv) (3.5.1) 


i<ji 


由 于 假想 系统 的 粒子 是 可 分 辩 的 , 必须 用 非 对 称 的 波 函 数 来 描述 , 因而 对 前 面 所 给 
人 对 配 分 函数 : 


N(V,T) = 页 于 


= 二/ [we a (3.5.2) 


这 里 (N!)-! 因子 的 引入 是 来 源 于 粒子 的 可 分 辨 性 , 类 似 地 , 概率 密度 算 符 Ww 被 
义 为 


(1 NW N) 


= 2 [wo Ni Neee], (3.5.3) 
其 对 角 元 素 为 
Wot N= ND [wa we Ne ,er (3.5.4) 
故 配 分 函数 与 概率 密度 算 符 之 间 的 关系 了 为 
Zn(T,V)= Nw Ir(Wn) (3.5.5) 


因而 可 以 通过 与 实际 系统 相同 的 方程 链 来 定义 假想 系统 的 UV 函数 , 随后 的 分 析 也 
将 与 实际 系统 相同 , 最 后 得 


1] 2 
砚 = 赵 2 
l=1 
1_ 工 立 } 
-= Dz 
3 1 
机 入 l=1 


(3.5.6) 


其 中 ， 了 
t= Te im, eal 
下 面 我 们 要 用 假想 系统 的 函数 Ui 表示 出 实际 系统 的 集团 函数 U5/^， 比 较 实 
际 系统 Wy 的 定义 (3.3.3) 式 与 假想 系统 的 (3.5.3) 式 可 知 , 两 省 的 主要 差别 在 于 对 
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实际 系统 波 函 数 ye 为 对 称 或 反对 称 的 , 而 对 假想 系统 w 是 非 对 称 的 . 由 此 可 得 两 
者 的 关系 为 


人 NINV)， (3.5.7) 
er 


人 
= -DP NI N), (3.5.8) 
4 


其 中 P' 为 对 坐标 "的 交换 算 符 , 表示 被 作用 函数 中 相 邻 的 坐标 之 间 的 交换 ，》 是 
所 

表示 对 各 种 可 能 交换 的 求 和 , [P] 表示 交换 的 次 数 , 当 N 为 1, 2, 3 时 可 得 

人 BA) = (和 1)》， 

{1,21W/l1, 2)》 = (1 21Wal1, 2) + (20, MWsl1, 2), 

(1,2, 31WS/S)1, 2,3) = (1, 2', 31Wsl1, 2, 3) 

+ (2',1, 3Wall, 2, 3) + (2', 3, 1Wsl1, 2, 3) 

+ (3 1, 2|Wsl1, 2, 3) + (8, 2, 1 Wal1, 2, 3) 

士 (1 3 2/|Wal1, 2, 3). (3.5.9) 
按照 3.3 节 给 出 的 Ui 函数 的 定义 方法 , 并 由 (3.5.9) 式 可 得 实际 体系 与 假想 体系 之 


间 Ui 函数 的 关系 为 
人 IDEA = (M0), (3.5.10) 


(1,2108/4|1,2) = 人 121 六 1, 2) 士 (24, | 六 1 2》 
+ (21011) (ID), (3.5.11) 


{12308551,2,3) = D+D)I7IP'(L, 2, 3105l1, 2,3) 
四 
+ {20311)((3’, Cl2,3) + (1 31102|2, 3)) 
+ (3810 1D) (1 2D)2, 3) + (2", MDl2, 3)) 
十 两 个 类 似 项 
+ (2 Dl1)(31012) (MID 13) 
+ (310511) (0 12) (2 3). (3.5.12) 
李 - 杨 方法 的 第 二 步 是 把 假想 体系 的 Vi 函数 “展开 ” 成 两 体 核 B 的 每 级 数 的 
形式 , 而 两 体 核 B 根据 具有 给 定 相互 作用 的 两 体 问题 的 解 是 可 以 计算 出 来 的 . 这 一 
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步 属 动力 学 问题 , 而 不 涉及 统计 性 将 系统 的 哈密 顿 量 表示 成 
hy = Ty + Vy. (3.5.13) 
由 算 符 Ww 的 定义 可 知 
Ww(B) = MNexp( -BAN). (3.5.14) 
对 没有 相互 作用 系统 , 可 以 有 
Wh)(B) = Xe- BTv) 
= 1 en( 铬 )|= Hw (3.5.15) 


其 中 ， 
W(8;D) = em 人 (2 引 ， 


在 坐标 表象 中 , W(8;1) 算 符 的 显 式 是 用 矩阵 元 (LTPill) 给 出 , 于 是 W409(6) 就 是 
N 个 算 符 的 乘积 ， aaale 统 中 的 单个 粒子 的 坐标 进行 运算 . 如 果 存 在 相互 作 
用 的 话 , 我 们 导出 Ww(B) 展开 成 办 的 “ 握 级 数 ”形式 . 


令 


和 Naw4(D)， (3.5.16) 
n=0 
引入 参量 t, 将 哈密 顿 坟 写 成 
= 人 D+. 
设 
em = Dt Aa(p), (3.5.17) 
n=0 
将 (3.5.17) 式 两 边 对 6 求 导数 ， 
一 和 Pr 一 > Vvt"t1An = 光 " 稳 2 
n=0 
令 等 式 两 边 上 的 同 次 项 系数 相等 , 有 
3 三 -人 它 4 — PrAn1. (3.5.18) 


dp 
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解 An 可 写成 
Ao(B) = esiy, } 


B 
An(B) =-/ dB'e-(8-P)Ty (Dy)An_1(P),n > 0. (3.5.19) 


令 (3.5.17) 式 中 t= 1, 将 (3.5.19) 式 的 第 二 式 进行 兴 代 , 则 


eBhy = 》 An(B), (3.5.20) 


n=0 


其 中 4o(6) 由 (3.5.19) 式 的 第 一 式 表示 , n >1 时 有 . 


An(B) = /at ap (ap, 


3 [em (Pr)e- (A (PN) .. | (3.5.21) 
考虑 到 (3.5.15) 式 及 (3.5.16) 式 , 可 将 (3.5.21) 式 写成 
0) 8 fy 0) 
wa) -WO+ { ap (e — PY-V) wi (2) 


1 所 要 
+ [ap {ao w (0-6) 
0 0 
x (加 )WR 
本 (3.5.22) 
(3.5.22) 式 就 是 我 们 所 要 推导 的 Ww 按 多 的 级 数 展开 形式 , 对 (3.5.22) 式 可 以 用 图 


形 来 表示 . 首先 看 几 个 简单 的 例子 , 然后 从 中 总 结 出 图 解 的 方法 . 
令 


w(B,1) = WYV(B) = Xeon (狼友 )， (3.5.23) 
将 Ww 的 图 形 及 解析 式 表示 成 
元 
a B=B 
Wi(8) = wp, 1) | a=0, (3.5.24) 
W2(B) = w(B, 1)w(B,2) (a) 


B 
+ fae [we — B,D)w(8 — 8,2)(-2)w(0", 1)w(8',2) (b) 
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B BB 办 
+ / dp / dp [we- Pw(B- B20)(-Wa)w(p' -B81) (0) 
0 0 下 
xlg = P29", ole")| 


本 
了 

| + [B+ Hs 人 (3.5.25) 
1 1 1 2 


Wa(8) =w(f, Dup,a)u(p,3) 
B 和 
+{f up [we 一 Bi Daolg — 8%,2)(—Va)w(',1) 
x wp 2)| jl 


十 两 个 类 似 项 + 高 级 项 
pe: 和 和 人 到 光 9 
-iH 
oe U2 29 lta, S23 
“ pi 
+ + 十 
1 2 (3.5.26) 


可 以 看 出 , 对 任意 的 WN(8) 有 


Ww(B) = 具有 参数 8 和 NN 个 粒子 的 所 有 不 同 图 形 之 和 (3.5.27) 


由 以 上 这 些 例子 , 不 难得 出 图 解法 的 规则 ， 


(1) 每 一 个 竖 直线 段 表示 一 个 w 因子 ; 在 竖 直 线 的 端点 及 竖 直 线 与 水 平 线 的 交 


点 都 指定 一 个 参数 6 的 值 (8, 8',8",…,0),w 中 参数 则 是 从 上 往 下 第 一 个 6 值 减 
去 第 二 个 8 值 , 数字 则 表示 相应 粒子 的 标号 . 


(2) 两 条 竖 直线 之 间 的 水 平 线 是 表示 与 这 两 条 竖 直 线 的 标号 相对 应 的 粒子 间 的 


两 体 相互 作用 势 . 


这 一 规则 给 出 了 图 形 和 解析 式 之 间 的 对 应 关系 . 
现在 引进 相连 图 及 不 相连 图 的 概念 . 


3.5 ”两 体 碰撞 方法 “141. 


相连 图 : 一 个 图 中 的 所 有 竖 直线 都 直接 或 间接 通过 水 平 线 互相 连接 , 这 样 的 图 
称 为 相连 图 . 

不 相连 图 : 一 个 图 中 至 少 有 一 条 或 几 条 竖 直 线 不 以 任何 方式 与 其 他 竖 直 线 相 
连接 , 这 样 的 图 称 为 不 相连 图 . 

将 图 形 表示 式 (3.5.24) 式 、(3.5.25) 式 及 (3.5.26) 式 与 (3.3.8) 式 、(3.3.9) 式 及 
(3.3.10) 式 相 比 , 很 容易 得 出 结论 : U1(8)= 具有 参数 8 及 1 个 粒子 的 所 有 不 同 的 相 
连 图 之 和 . 
因此 可 得 (3.5.28) 


p' 
月 = oo 上， 中 季 ， (3.5.29) 
ee 


引入 双核 (binary kernel)B(B, 1,2), 其 定义 为 


B(B,1,2) = —Vi2aWa(B) = 一 X 记 2exp( 一 6 应)， (3.5.31) 
从 Wz2(B) 的 图 形 可 以 推断 出 B 的 图 形 表示 ， 
B(B,1,2) = 一 页 ?Ta2(D) (3.5.32) 
和 一 
三 十 | (3.5.33) 
1 1 2 A 2 1 2 


每 个 图 形 中 顶 水 平 线 表示 (3.5.32) 式 中 因子 (一 不?) (3.5.33) 式 中 最 后 一 个 图 形 的 交 
叉 线 表示 “在 温度 参数 0 和 6 值 之 问 的 任何 高 度 上 具有 任意 数目 水 平 线 的 图 形 的 
总 和 ”. 类 似 地 有 


i 
jp’ 
B(B’ -B”, 1, 2)= 各 (3.5.34) 


1 2 
表示 在 参数 值 为 8' 处 有 一 条 水 平 线 , 在 8” 和 6' 之 间 的 任意 高 度 有 任意 条 水 平 线 
的 图 形 的 总 和 . 
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利用 项 水 平 线 及 交叉 线 的 规则 , 可 以 重新 画 出 U2(8) 的 图 形 , 使 新 的 图 形 中 只 


出 现 双核 B 而 不 出 现 孤 立 的 水 平 线 . 即 
1 2 


B’ ， (3.5.35) 


(3.5.35) 图 中 的 顶 水 平 线 可 以 位 于 0 和 6 之 间 的 任何 地 方 , 与 (3.5.35) 图 对 应 的 解 
析 式 为 


B 
U2(B) =/ de’ [we —B';1)w(B — B';2)B(B';1,2)|. (3.5.36) 
同样 可 以 画 出 Us(1) 的 图 形 , 为 
0 TA (Ey 0 
BP 外 .。 (3.5.37) 
87 8 
Eee 1 2 8 下 
相应 的 解析 式 为 


B’ 
DO = ap { ae’ [ate -Prule ps2)u(e -p13) 
x B(B’ — B";2,3). B(B”;1,2)w(B”; 引 
B BB 
+/ dg / dp" |w(8 — Pp'; Dw(8 — p';2)w(B — 0";3) 
x B(0' — 8";1,2) B(9";2, 3)w(p"” | 


+ B? 基 级 的 另外 四 项 
十 B 的 更 高 级 项 . (3.5.38) 


从 以 上 的 分 析 可 知 , 只 要 知道 了 双核 B, 对 任意 ! 就 可 以 计算 出 Ui, 然后 由 UI 
可 以 算出 U8 或 UA. 将 这 一 过 程 称 为 Ui 的 双核 展开 . 最 后 将 讨论 如 何 计算 B 的 
问题 . 由 于 


Ua(B) = Wa(B) — WA (B) 


A 2 2 
= MXM |exp(-BHi) 一 ep( 生 v) -em( 全 9 引 |. (3.5.39) 
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将 (3.5.40) 式 两 边 对 6 求 导数 , 并 用 B 的 定义 (3.5.31): 


B12) = (v0) (8.5.40) 
通过 求解 在 体积 V 中 的 两 体 问题 , 可 算出 算 符 exp(-B 遍 ) 的 和 隆 元 ,再 由 (3.5.39) 
式 及 (3.5.40) 式 可 得 到 甩 及 号 (B), 最 终 可 求 得 Di 或 Uf, 这样 就 解决 了 量子 系统 
的 集团 展开 问题 . 李杨 的 两 体 碰撞 方法 使 量子 系统 的 集团 展开 达到 了 与 经 内 集团 
展开 同等 的 水 平 . 


3.6 刚 球 气体 


作为 两 体 碰撞 方法 的 例子 , 我 们 来 讨论 具有 刚 球 势 的 粒子 组 成 的 玻 色 气体 或 费 
米 气 体 , 简称 为 刚 球 气体 , 粒子 间 的 相互 作用 势 为 


ur) = oo)， 亲 冯 宙 (3.6.1) 
ur) = 0, 7 > 70， 
为 了 得 到 双核 , 先 计算 假想 体系 的 W2(B) 矩阵 ， 
人 522 =X 5 [e012) bol, 2)]e-em. (3.6.2) 


刚 球 势 没有 束缚 态 , 因此 只 考虑 正 能 最 的 状态 引进 质心 坐标 玉 和 相对 坐标 7, 两 
体 本 征 函 数 ye 及 本 征 值 Bo 为 l 


Ya(Byr) = (RWa(r) = [ 趣 weowa/n]er), (3.6.3) 
22 
Ea= ree + en. (3.6.4) 


用 分 离 变量 法 ，(3.6.2) 式 右边 可 以 分 成 两 个 因子 
x . ( 亢 pln; 民 风 ) 看 ep(-ipy BR/Nexp(-Bp3/am) 
~ 2V2exp[—2n(R’' 一 R)?/X?] (3.6.5) 


以 及 
2 于 三 全 加 oOwmnm]epCe2ihm (3.6.6) 
Lm0 


Ykim(7) 的 正 交 归 一 性 为 
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1/2 
ed 人 的 Yinl0, WD, 
/ pm rpkim (7) dr = G16m md(k’ — k). 
由 函数 满足 的 关系 : 


3 Yi (0', p )Yim(0, p) ) = 2 ln(cos0). 


m=-l 
(3.6.6) 式 成 为 
2 大 2 
二 7 开 |e 十 DRteosg) / [Ra Run) -EM2A2/m ， (3.6.7) 
其 中 ， 
cos@ = (7 +r )/(rr). 
可 得 到 


x Dl(2!+ 1)R(cosO))] [ ™ pRB ) Ria(r)le-e /ms (3.6.8) 
i 0 v 


为 了 计算 Uo, 必须 从 (3.6.8) 式 中 减 去 WW40，, 也 就 是 用 因子 
[RX(r ) Ria(r)] ~ [Rr Ria(r)]®) (3.6.9) 


代替 (3.6.8) 式 中 原来 的 因子 


Ri ) Ra(r). 
由 于 (3.6.8) 式 中 积分 的 主要 贡献 来 自 于 具有 和 -! 量 级 的 上 值 , 因而 若 ro 及 入 则 
有 之 751. 相 移 可 表示 成 


史 仙 三 artan 人 2 ) = O(kro)2t1. (3.6.10) 


忽略 比 (ro/ 和 )? 更 高 级 的 项 , 也 就 是 只 需要 考虑 5 态 (1 = 0) , 若 > 和’ 两 者 均 大 于 
7o,(3.6.9) 式 成 为 


sin(kr’ — kro)sin(kr — kro) — sin(kr’)sin(kr) 
本 [eur + kr) - cos(kr’ + kr 一 zero)l, (3.6.11a) 
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否则 (3.6.9) 式 就 成 为 
O — sin(kr’)sin(kr) 
半 eur + kr) — cos(kr’ — | (3.6.11b) 


取 1=0, 将 (3.6.11b) 式 结果 代入 (3.6.8) 式 : 
(12, [Dz]1, 2) 
六 
访 eo|- (rm 十 7 一 7l 一 max 


Zarr 
exp[ 一 r(r' + 7)2/2X2] 一 exp[—n(r’ + 7 — 2r0)?2/2X2]r,r’ > ro; 
{ exp[-n(r + 7)2/2X2] — exp[r(r —7)2/2X9], 其 他 ， 83) 
其 中 r=lrz 一 am = |r2 一 7 
下 面 我 们 计算 刚 球 玻 色 气体 的 52 系数 . 由 于 
大 三 5 f f ash yamasr, . 
A ra 
+ (2, 1|D2ll, daradar2， (3.6.13) 


(3.6.13) 式 中 第 一 项 得 到 的 是 理想 气体 的 结果 , 即 2-5/2. 第 二 及 第 三 项 则 是 由 粒子 
相互 作用 引起 的 结果 . 变换 到 质心 坐标 系 , 并 利用 (3.6.12) 式 , 有 


(62 一) 


去 { / 二 exp(-2xr2/?) 一 exp(-2x(r -为 )2/)2)]4mr2dr 
交 


+ / ” 言 (exp(-2xr?/X?) Dar) (%), (3.6.14) 
这 结果 与 3.4 节 所 得 到 的 (3.4.25) 式 中 一 级 项 相同 . 
为 了 研究 粒子 相互 作用 对 高 阶 系数 的 影响 , 将 UP 的 普遍 表达 式 简 化 写成 
Ur = (Ut) 人 + 人 (CCD) 


让 圈子 了 ee 
+ (Ui. (UVa) + (U1: UI)(Us) + (3.6.15) 


i 于 二 3 个 因子 
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其 中 第 一 项 求 和 得 出 理想 气体 的 结果 , 第 二 项 得 到 一 级 修正 , 注意 到 Uo, Us 的 两 体 
展开 式 可 知 第 三 、 第 四 项 得 到 二 级 修正 , 我 们 只 考虑 一 级 修正 , 只 需 计算 (3.6.15) 式 
等 号 右边 第 二 项 的 求 和 . 求 和 式 各 项 的 迹 具有 形式 : 

Tr[O)™ 02(0)"], (3.6.16) 
其 中 mna 为 整数 , ni > 0,n2z >0 且 (ni 十 m2) = 1 一 2. 对 (1 一 2) 个 六 因子 由 于 
坐标 交换 引起 的 多 重 性 因子 为 (1 - 2)!, 因而 对 Tr(07) 的 贡献 为 

人 -玉民 人 Don, TOs 
1 i 


+ (J TIO)0m)). (3.6.17) 


(3.6.17) 式 中 第 一 个 求 和 》_ 是 对 (1,…,1) 集合 中 27 的 所 有 可 能 选择 求 和 , 这 种 
1 


选择 的 总 数 为 了 (! 一 1), 而 每 项 有 相同 的 贡献 , (3.0.17) 式 成 为 


由 pp Tna 9 
3 5 POP TO) + (7 TOs) OR). (3.6.18) 


nn2 


为 了 计算 方便 , 在 动 其 空间 进行 , 在 这 种 表象 中 有 


(RID Ik) = A364 wre OY /2m, (3.6.19) 
(k'1, k'2lU2lk1, ko) 
Aero -BE _ 0-BE’ 2 
= TR — Ra) Sst hbk tka (© -eT )+O(r), (3.6.20) 
其 中 ， ， 
k=3lki kl k= 3k kl; 


as 让 (2 4k2); EE'= a 十 1) 
Cr 2m 1 ?2 


由 (3.6.18) 式 、(3.6.19) 式 及 (3.6.20) 式 可 知 , 必须 考虑 下 列 组 合 : 


《pay kalUalk1, R2) + (kz, RilD2lk1, Ra) 
Xero 四 e-BB 一 e-BE’ 
= slim Guest 一 RCR + Ore) 
和 Xeroe-pB (kf2 + kl2) — (k? + k2 
一 4 lim Gtitis G+) + O(r8) 


R42 hk 


Msro on 
es -5 6 如 (+ 司 ) 4 O(r2). (3.6.21) 


3.6 刚 球 气 体 A 


为 了 得 到 对 52 的 贡献 , 必须 计算 以 下 的 量 : 
at 
= f ras rb, rs, rt)dara dr (3.6.22) 


将 (3.6.22) 式 改 为 动量 表象 表示 ， 


1 
vo f Rd dSh, (3.6.23) 


其 中 邮 表示 算 符 UF 中 除了 5 函数 68(》 ki 一 3 后 ) 以 外 的 部 分 , (2x)? 因子 来 自 
于 (3.6.22) 式 与 (3.6.23) 式 积分 变量 数目 之 差 . 并 的 一 级 贡献 为 


1 UU/_ Xro 5 
eas - 3 ) Pi 


nm 


x ea .Ee- 矣 844)6-n28 和 时 gapid3ko 


Asro , 7 
一 一 5 几 /二 ep| 一 (nl 十 Dp2 


2 da， d3 
到 | 2 2 (3.6.24) 


x | — (n2 + 1)8. 


(3.6.24) 式 中 对 mavna 求 和 必须 满足 条 件 (ni + nz) = 1 一 2, 这样 的 求 和 很 难 进 
行 , 改 为 计算 整个 级 数 7 好 st 来 代替 单个 系数 闪 的 计算 . 将 (3.6.24) 式 乘 以 因子 


上 
zt(= zi+lzna+l), 对 所 有 ! 值 求 和 , 得 到 级 数 的 一 级 贡献 . 这 时 对 ma 及 no 求 和 没 
有 约束 条 件 , (3.6.24) 式 的 被 积 函数 成 为 


1 1 
Wi* ep/ Im) 1 orp (Bp -1 Ca 
我 们 所 需要 计算 的 积分 为 
. Se dnp?di 2 [gn 本 
|/ 二 二 二 过。 各 -| 和 op : (8.6.26) 


将 (3.6.26) 式 代入 (3.6.24) 式 , 得 到 对 z 级 数 的 一 级 贡献 为 


-lao)]. 
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此 对 刚 球 玻 色 气体 的 级 数 为 
2 
Eri -oo 于 ooP+o( 晤 ) . 


可 以 看 出 , 级 数 的 主要 项 是 对 理想 玻 色 气体 的 结果 , 而 (ro/A) 的 一 级 项 与 我 们 前 面 
得 到 的 结果 (3.6.14) 式 一 致 . 

总 之 , 集团 展开 理论 为 我 们 提供 了 一 个 研究 多 体 问题 的 较为 有 效 的 方法 , 这 方 
法 的 局 限 性 则 在 于 所 研究 体系 的 密度 不 能 很 高 , 当然 更 不 适用 于 液体 的 状态 . 


第 4 章 元 激发 方法 


对 自然 界 中 大 量 存在 的 有 相互 作用 系统 , 由 于 其 问题 的 多 样 性 和 复杂 性 , 为 了 
研究 这 些 体系 的 物理 性 质 , 除了 第 3 意 介绍 的 集团 展开 外 , 亦 必然 会 建立 起 多 种 不 
同 的 方法 , 以 适合 于 各 种 不 同 的 问题 . 如 果 我 们 感 兴趣 的 是 体系 的 低温 性 质 , 由 于 在 

配 分 函数 中 因子 e-42 的 存在 , 只 有 那些 虐 基态 比较 近 的 低 激发 态 才 起 重要 的 作用 ， 
也 就 是 体系 的 热力 学 性 质 主要 由 低 激发 态 的 能 谱 决 定 , 这 类 体系 的 低 激发 态 可 以 被 
看 成 是 没有 相互 作用 的 元 激发 的 集合 ,通过 对 元 激发 组 成 体系 的 研究 , 得 到 我 们 所 
感 兴趣 的 实际 物理 体系 的 热力 学 性 质 , 这 种 方法 就 是 本 章 要 介绍 的 元 激发 方法 . 

需要 指出 的 一 点 是 , 这 里 所 谓 的 低温 , 亦 是 一 个 相对 的 概念, 正如 第 2 章 中 所 
讨论 的 , 金属 中 的 电子 气 ， 在 室温 下 就 可 以 被 看 成 低温 ， 而 如 白矮星 上 的 温度 可 达 
_107K, 亦 仍然 可 作为 低温 来 处 理 . 
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以 晶体 中 品格 振动 为 例 , 来 说 明 元 激发 的 概论 . 组 成 晶体 的 原子 之 间 有 很 强 的 
相互 作用 , 以 使 原子 排列 形成 空间 点 阵 的 结构 原子 则 围绕 其 平衡 位 置 作 振动 , 用 
简 谐 近似 可 将 品格 振动 化 为 一 系列 格 波 的 从 加 . 格 波 用 波 矢量 k, 频率 w,(k)(s 为 格 
波 的 偏振 ) 来 描写 . 在 经 典 力学 中 格 波 的 能 最 是 任意 的 ;而 在 量子 力学 中 格 波 的 能 
二 为 基于 化 的 , 对 波 矢 基 为 频率 为 ws(k) 的 格 波 , 其 能 量 为 


(nk + Bhs (A), nak = 0, 1 


整个 晶 格 的 运动 可 以 看 成 是 格 波 的 线性 释 加 . 为 了 描述 整个 晶 格 运动 状态 , 只 
需 给 出 每 个 格 波 所 处 的 量子 态 nsx 即 可 . 当 给 定 一 组 {ns,} 时 , 晶 格 的 本 征 能 量 及 
本 征 函 数 为 
En = Dnspliws(k) + Eo, (4.1.1) 
Sk 


[me (4.1.2) 
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是 晶体 的 基态 能 量 , 即 结合 能 ， 由 上 述 表示 法 可 看 出 , 格 波 的 激发 所 引起 的 晶体 能 
量 的 改变 只 能 是 fiws(k) 的 整数 倍 , 在 这 个 物理 基础 上 不 难 想象 , 将 这 种 最 小 能 量 单 
元 看 成 是 一 种 准 粒 子 , 它 具 有 一 定 的 能 量 fiws(k) 及 波 矢量 k, 按照 德 布 罗 意 关系 ， 
其 动 其 就 是 只, 这 种 准 粒子 , 我 们 称 之 为 声 子 . 

有 了 声 子 概念 后 , 可 将 晶 格 振动 用 声 子 语言 来 描述 . 将 格 波 的 激发 看 成 是 声 子 
的 产生 , 格 波 激发 的 消失 , 看 成 是 声 子 消灭 , 将 标志 格 波 所 处 的 态 的 整数 ns 看 成 
是 声 子 数 . 因而 晶 格 振动 的 激发 态 相 应 于 各 种 动量 , 能 量 和 偏振 的 一 群 声 子 的 集合 . 
在 简 谐 近似 下 , (4.1.1) 式 的 能 谱 形式 表示 的 是 没有 相互 作用 的 体系 , 也 就 是 晶 格 振 
动 的 激发 态 可 以 用 理想 声 子 气体 来 描述 . 如 果 在 晶体 的 位 能 中 计 入 非 简 谐 项 , 则 格 
波 不 再 是 严格 的 本 征 态 , (4.1.1) 式 也 不 是 严格 的 . 这 时 具有 不 同 nsx 的 状态 之 间 将 
发 生路 迁 , 相当 于 各 种 声 子 之 间 发 生 相互 作用 , 使 声 子 具 有 有 限 寿命 , 声 子 能 谱 变 
宽 , 并 与 温度 有 关 . 随 着 温度 升 高 , 声 子 数目 增多 , 声 子 间 相互 作用 也 随 之 增强 . 为 
了 使 声 子 作 为 自由 运动 准 粒子 的 图 像 适 用 , 温度 必须 足够 低 , 声 子 数 不 能 太 大 且 有 
足够 长 的 寿命 才 行 . 

声 子 是 晶体 中 全 部 原子 集体 运动 量子 化 的 产物 ， 声 子 不 局 于 任何 一 个 原子 , 声 
子 数 也 与 原子 总 数 无 关 . 

讨论 晶 格 振动 中 所 引进 的 声 子 就 是 元 激发 , 而 用 声 子 组 成 的 体系 来 研究 晶体 的 
热力 学 性 质 被 称 为 元 激发 方法 . 

我 们 可 以 将 元 激发 的 概念 推广 到 更 普遍 的 情况 ， 当 我 们 讨论 有 相互 作用 系统 
时 , 体系 集体 运动 激发 态 的 能 量 基 子 化 后 得 到 的 最 小 能 基 单 元 就 是 元 激发 ,元 激发 
具有 动量 p 和 能 二 e(p), 在 凝聚 态 体系 中 , 已 经 知道 的 有 多 种 元 激发 , 如 等 离子 体 
中 的 等 离子 体 贡 子 , 铁 磁体 中 的 自 施 波 基 子 , 半导体 中 的 激 子 等 等 . 一 般 说 来 , 在 同 
一 个 体系 中 可 以 同时 存在 几 种 不 同 元 激发 . 

按照 元 激发 服从 的 统计 来 区 分 , 可 以 有 两 种 不 同类 型 的 元 激发 . 即 玻 色 型 元 激 
发 及 费 米 型 元 激发 前 者 有 零 或 整数 自 旋 , 服从 正 色 统计 , 如 声 子 、 液 氨 中 的 旋 子 、 
等 离子 体 量 子 等 ; 后 者 为 半 整 数 自 旋 , 服从 费 米 统计 , 如 准 电子 、 准 空 穴 等 . 元 激发 
所 遵从 的 统计 不 一 定 与 组 成 体系 本 身 的 粒子 所 遵从 的 统计 一 致 , 但 由 玻 色 子 组 成 的 
体系 不 可 能 有 费 米 型 元 激发 ,而 由 费 米子 组 成 的 体系 既 可 有 并 米 型 元 激发 ,也 可 有 
玻 色 型 元 激发 . 

用 元 激发 方法 研究 有 相互 作用 体系 的 低温 性 质 时 ， 必须 的 和 二 个 要 素 : 

(1) 元 激发 能 谱 ; 

(2) 元 激发 服从 的 统计 ; 

(3) 元 激发 的 散射 机 制 . 

上 述 第 三 点 主要 用 于 研究 非 平衡 性 质 . 为 了 从 理论 上 得 出 这 三 要 素 , 可 有 两 种 
不 同 途径 , 即 唯 象 理论 及 微观 理论 . 所 谓 唯 象 理论 就 是 根据 一 些 实验 事实 经 过 物理 
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上 的 分 析 推 论 而 作出 的 假定 , 然后 由 通过 这 一 理论 所 导出 的 结果 与 实验 结果 的 比较 
来 验证 ; 而 微观 理论 则 是 从 微观 哈密 顿 量 出 发 , 从 理论 上 确定 这 三 要 素 . 显然 , 微观 
理论 有 其 无 可 争辩 的 优越 性 , 但 对 一 个 复杂 系统 , 往往 难于 直接 求解 , 故 唯 象 理论 也 
不 失 为 一 个 有 效 的 办 法 . 
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为 了 从 微观 上 研究 液 氨 的 超 流 问 题 , 博 戈 留 波 夫 (1 研究 了 一 个 稀薄 的 , 具有 
两 体 弱 排斥 势 的 非 理想 玻 色 气体 模型 . 由 这 一 理论 所 导出 的 结果 , 对 解决 液 氨 超 流 
问题 并 不 理想 , 但 他 所 发 展 的 近似 二 次 量子 化 方法 , 则 有 一 定 的 普遍 意义 .本 节 主 
要 介绍 博 姜 留 波 夫 理论 . 

由 于 体系 密度 低 , 且 相互 作用 势 很 弱 , 因而 可 以 将 粒子 间 相 互 作用 看 成 是 对 理 
想 气 体 的 微 扰 来 处 理 , 加 之 我 们 讨论 的 是 系统 的 低温 性 质 , 可 以 用 三 个 具有 长 度量 
纲 的 量 来 表示 出 所 讨论 模型 的 特征 ， 

(1) 散射 长 度 a: 这 参数 是 反映 相互 作用 势 的 强度 和 范围 的 基 , 是 相互 作用 势 的 
整体 描述 , 而 与 势 的 细节 无 关 . 对 低能 散射 总 散射 截面 为 4ra2. 对 排斥 势 a > 0. 

(2) 平均 热 波长 入 : 在 第 2 章 中 已 经 引进 这 一 此 , 它 表 示 了 粒子 的 波 包 在 空间 的 
平均 范围 , 这 是 由 波 函 数 对 称 性 引起 的 纯粹 量子 效应 , 在 低温 下 , 和 可 以 变 得 很 大 . 

(3) 粒子 间 平均 距离 2L ~ v1/3(v = V/N). 

我 们 所 讨论 的 模型 是 假设 三 个 参数 间 满 足下 述 关系 : 


I< 了 < A~l<L, (4.2.1) 
其 中 工 为 容器 的 尺度 . 由 上 述 第 三 条 件 可 知 , 体系 的 量子 效应 是 重要 的 ;第 一 及 第 
二 条 件 表示 粒子 的 相互 作用 很 弱 , 与 量子 效应 相 比 是 次 要 的 , 可 作为 微 扰 来 处 理 . 
设 我 们 所 讨论 的 体系 由 N 个 全 同 玻 色 子 组 成 , 粒子 自 旋 s = 0, 相互 作用 为 两 
体 球 对 称 势 , 系统 的 哈密 顿 量 可 以 写成 


a =3 i Do)= 三 名 + 生 . (4.2.2) 
用 二 次 量子 化 形式 来 表示 : 
如 = 下 at lk, (4.2.3) 
fy 1 ’ Pp ， 改 
Br=3 5D (wh, kolplk2,k1)a + ddadns, (4.2.4) 


1, ke2, Rf, ke 
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其 中 鲍 ,éx 为 自由 粒子 的 产生 , 潭 没 算 符 , 有 


tlk = Nk. 
满足 对 易 关系 : 
el co 
[éx; dr] = [a+, an] = 2 
取 体 积 V = L3, 单 粒子 态 为 
人 
yp ， k= L 人 
则 
《kt kzlplk2, k1) 
3 衣 krag(ria)eiei ri tiks radrldr2。 
作 坐 标 变换 ， 
1 
R= 3(71+r72), 
dan htt 712 = |r1 — 72l, 
drl ,dr =|JIdR .dr = dR.dr. 
所 以 
(k1, kzlplk2, ki) 
圭 声 /e Rx dr 
=6(hi 十 ho 一 周一 册 ) 立 fe -arg(r)dr 
令 


v(k) 三 eie rp(r)dr. 
v(k) 实际 上 就 是 相互 作用 势 的 伟 里 叶 变换 . 因为 p(7) 为 实 函数 , 有 w*(k) = v(k) = 
v( 一 k). 所 以 ， 


1 十 十 和 和 
B= kt kak — hk) — RDA a orn 
ki1, ka, ki, ks 


= 元 开 … (Dm (4.2.6) 
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其 中 > ' 表示 满足 5 函数 的 求 和 . 我 们 所 讨论 的 模型 满足 近似 条 件 (4.2.1), 称 为 近 
理想 气体 模型 . 由 条 件 (4.2.1) 式 , 可 将 (4.2.6) 式 简化 , 这 简化 是 近似 二 次 量子 化 方 
法 的 核心. 

对 理想 玻 色 气体 , p = 0, 体系 的 基态 是 所 有 粒子 都 处 在 零 动量 状态 : 


|no, 0,0, no=N. 


由 近 理 想 气体 条 件 , 当 有 弱 相 互 作 用 时 , 与 理想 玻 色 气体 有 一 定 差别 , 但 差别 不 大 ， 
与 低 激发 态 情况 相似 , 大 部 分 粒子 依然 处 在 零 动 量 状态 . 为 


nnana sn 二 ma 二 


从 对 易 关 系 的 角度 来 看 , 有 


则 


bob 一 过 ao = 1, 
而 
寺 ao = ms Ni， 
bo =1+n oN. 
所 以 


Be 
寺 an 避 80 时 


上 述 近似 过 程 实际 上 就 是 忽略 了 算 符 不 对 易 部 分 . 且 将 io 及 针 看 成 是 常数 VNo, No 
表示 零 动量 态 的 粒子 数 ， 

dik = fp, ‘ 
本 征 值 wk 是 小 最 , 利用 这 一 简化 过 程 , 将 (4.2.6) 式 中 总 的 四 个 算 符 乘积 展开 , 保 
留 二 级 项 ， 


2 
零 级 ， 寺 夺 aoao = NE = (x 一 Data) 
k#0 
~N?— 2( 开 过 am 
大 产 0 
二 级 : At At hodo = Noakatk ~ Natat,, 


nk = Noaka nk TS Nardk. 
二 级 项 中 还 有 四 项 : 寻 近 akao, 近 idaoak,ad 让 ok 及 人潮 寻 bxdo, 这 四 项 均 可 
写成 


本 让 
OK Gk6o 60， 


154 第 4 章 元 激发 方法 


所 以 四 项 合并 , 可 得 
四 项 之 和 = 4Nolt Gx ~ 4NG# x. 


为 了 简单 起 见 , 只 考虑 低 动量 散射 , 有 


由 此 可 将 (4.2.6) 式 写成 


人 = 的 [™- 2N Datar+ Wp (Qt at + Grdk) +M4N 开 二 ad 
k#0 大 天 0 
JIV2 
+ 名 Ep ts GGk 十 26 机 6k)， (4.2.7) 


一 到 十 


所 以 


hi2k? 人 
= 2 外 bx 十 + = 7 (dat 十 GkG_k + 26H 6k) 


和 hok? Nvo\,+}. Ce 
= "ay Ez + V jot 各 et ad). (4.2.8) 


显然 , 在 详 中 第 一 项 是 常数 ,第 二 项 为 对 角 的 , 而 第 三 项 为 非 对 角 的 . 下 一 步 需 将 第 
三 项 对 角 化 , 采用 博 戈 留 波 夫 变 换 , 引入 新 算 符 bk 及 陆 , 令 


bk = Uk — VkAt BH = pt kk (4.2.9) 


其 中 ux,vi 为 待定 常数 , 且 有 关系 : 
Uk = Uk Vk = Vk 
可 以 证 明 当 wx,vi 满足 条 件 骂 一 吕 = 工时 ,pk 法 满足 玻 色 子 对 易 关系 : 


[be ] = dw } (4.2.10) 
Be] = 其 ,让 ] =0. 


证 明 ， 


Bx, 让] = [ukak 一 wkatkyuka 一 oka_b] 
= upup Gk, Gh] + vv [dt Gk] 


= URUR Okk’ — URUR ORk’ = OK 


对 其 余 两 个 对 易 关 系 也 可 以 完全 类 似 地 加 以 证 明 . 
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为 了 实现 六 的 对 角 化 , 需 用 算 符 6 来 表示 出 算 符 &, 由 (4.2.9) 式 : 
用 wx 乘 (4.2.9) 第 一 式 , 用 vi 乘 (4.2.9) 第 二 式 , 两 式 相 加 得 


交 机 人 
wpbk + Vebt. = (UR — v2)dk = Gk. 


同样 方法 可 得 另 一 式 , 所 以 有 


lk = pb + wkdt, } 


全 4.2.11 
这 = upbt + wed. ( ) 


(4.2.11) 式 代 入 (4.2.8) 式 , 得 


$y _N2?vo ek? Nio\) 2» Nvo 
H= ay + 忆 [( 各 + + V we] 


+ 开 |( 乱 + 各 )ot 2) 十 


大 天 0 
2 人 .2 和 FA 
! 允 [人 有 + 竺 jut 积 区 + 贡 | (Bt + brb_x), 


2N 人 人 
2 um| 这 让 


上 式 中 第 一 项 是 常数 , 第 二 项 是 对 角 的 , 而 第 三 项 依然 是 非 对 角 的 . 为 使 户 对 角 化 ， 
二 fk? ON, Num 
( 怠 + 和 jww+t 各 (32+ 而 =0 ~ (4.2.12) 


这 是 可 以 被 允许 的 , 原因 在 于 对 参数 wk, wx 已 经 给 定 了 一 个 限制 条 件 即 既 一 只 = 1， 
可 以 给 出 另 一 个 限制 条 件 , 即 (4.2.12) 式 . 


为 了 简化 , 令 
Eo= 1 + 和 [人 十 癌 ) 十 各 wl (4.2.13) 
k#0 
elk) = ( 罕 和 深 )@ E+) + uno. (4.2.14) 
于 是 系统 的 哈密 顿 最 可 以 写成 
B= E+ Dékbtb = Eot+ YE(R)AR. (4.2.15) 
k#0 kz0 


其 中 名 = 证 为 准 粒子 算 符 . 可 以 看 出 ,(4.2.15) 式 的 形式 与 理想 气体 能 谱 的 形式 
相似 , 其 中 Eo 为 常数 , 相当 于 没有 元 激发 时 有 相互 作用 系统 的 基态 , 而 Bo 中 的 第 
一 部 分 N?vo/2V 相当 于 零 动 量 粒子 的 相互 作用 能 . 
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下 面 将 由 wx,v 所 满足 的 两 个 条 件 来 解 出 wt, wk: 


一 如一 
{ 误区)aw+ 吕 Ge: 击 = 
令 
Uk = COShxk, wk = SinhXk， 
得 


U$ + v2 = cosh?xk 十 sinh2Xk = cosh2xk, 
2ukvk = 2coshXk ,sinhXk = sinh2xk. 


将 (4.2.18) 式 、(4.2.19) 式 代 入 (4.2.17) 式 , 得 


j2k2 Nyo\l. Nuo 
(第 + 学 ) 3sinh2xk 十 osh2xk =0. 
因此 有 
Nvo/V 

tanh2Xk = 一 

XT RE No’ 
A 
2m V 


尼 12 Nm 
2m V 


cosh22Xk = = 
TY 
2m \ 2m 六 
hk? Nm 
OH Wid 
cosh2xk = 一- 一 2m Vo， 
2k2 RR Nvo , 
2m \ 2m 了 


sinh2Xk = cosh2xk : tanh2xx 
Nvo/V 


tok2 /hi2k? 2Nvo Nl 
竺 ( 千 + 加 
将 (4.2.18) 式 、(4.2.19) 式 、(4.2.21) 式 及 (4.2.22) 式 代入 (4.2.14) 式 : 


fep? {12k2 2Nvo\]Y 
E(k) = | 第 (和 + w) 


(4.2.16) 
(4.2.17) 


(4.2.18) 


(4.2.19) 


(4.2.20) 


(4.2.21) 


(4.2.22) 


(4.2.23a) 
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这 就 是 所 求 得 的 元 激发 能 谱 . 也 可 写成 


a(p) = 区 ( 芝 十 于 )| (4.2.23b) 


当 厂 ~ 0 时 , 在 (4.2.23b) 中 忽略 zt 项 , 得 
2 汪汪 
ep) = ( 专 : 3 ") /2 (4.2.24) 


所 以 当 动 最 很 低 时 , 得 到 的 能 谱 为 声 子 谱 . 而 当 p 很 大 时 , 有 


E(p) ~ Pe (4.2.25) 


这 能 谱 更 接近 于 自由 粒子 谱 . 

最 后 需 说 明 几 点 ， 

(1) 在 博 龙 留 波 夫 变换 中 , 法 ,px 可 以 看 成 元 激发 的 产生 及 淹没 算 符 , (4.2.15) 式 
就 是 元 激发 体系 的 哈密 上 顿 最 , 从 基态 能 最 Eo 的 表示 式 看 出 , 第 一 部 分 来 自 于 人 = 0 
的 贡献 , 而 后 面 求 和 式 中 来 自 于 大头 0 的 贡献 , 说 明 当 全 = 0 时 , 体系 并 不 是 全 部 处 
在 零 动量 状态 , 而 是 有 少量 粒子 处 在 激发 态 , 这 就 构成 有 相互 作用 体系 基态 的 图 像 . 

(2) 名 为 准 粒子 或 称 元 激发 数 算 符 , 由 于 6 满足 玻 色 统计 , 可 求 出 jix 的 平均 值 : 

| 人 的) = ET 
当 卫 一 0 时 ( 知 ) 一 0, 即 OK 时 没有 元 激发 , (4.2.26) 式 与 理想 玻 色 气体 粒子 数 平 
均值 的 公式 相同 . 其 原因 是 在 博 戈 留 夫 近 似 中 , 忽略 了 算 符 6 的 高 阶 项 , 相当 于 忽 
略 了 元 激发 之 间 的 相互 作用 , 亦 就 是 我 们 讨论 的 是 元 激发 构成 的 理想 气体 , 故 会 有 
(4.2.26) 式 的 结果 . 

(3) 实际 体系 的 粒子 数 算 符 加 的 平均 值 为 


(4.2.26) 


(hg) = (Hn) = (und + vrdn) und + vedt)) 
二 品 ( 病 ) 十 只 (1 填充) 
(0 如 十 咒 )( 大 x) 十 咀 
cosh2XK 


1 
= ET I 本 了 (cosh2Xk -1). 


显然 这 不 是 玻 色 -- 爱 因 斯 坦 分 布 , 尽管 实际 体系 的 粒子 是 玻 色 子 . 其 原因 是 实 
际 体系 是 有 相互 作用 的 , 不 是 理想 气体 . 
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4.3 4He I[ 的 性 质 及 二 流体 模型 


氨 是 在 接近 绝对 零度 时 仍 能 保持 液态 的 物质 , 由 两 种 同位 素 4He 及 3He 组 成 . 
4He 是 玻 色 子 , 遵守 玻 色 统计 , 在 低温 下 显示 了 明显 的 量子 效应 , 被 称 为 量子 液体 . 
本 节 及 下 节 将 主要 讨论 4He 的 性 质 及 有 关 的 理论 . 

4He 在 转变 温度 T、 = 2.18K 时 发 生 相 变 , 存在 两 相 : “He 1 及 “He 1 其 中 
4He I 的 性 质 与 通常 流体 一 样 ; 而 4He I 具有 明显 的 特征 , 即 超 流 性 . 图 4.3.1 及 图 
4.3.2 分 别 画 出 了 4He 低温 下 的 相 图 及 比 热 曲线 , 从 图 上 可 看 出 , 比 热 曲线 呈 和 形 ， 
因而 亦 称 “ 和 相 变 ”; 相 变 没有 潜 热 . 


图 4.3.1 “He 的 相 图 图 4.3.2 “He 比 热 的 实验 曲线 


1. 4He II 的 主要 性 质 


(1) 超 流 性 : 1937 年 Kamxua 从 实验 上 观察 到 “He I 能 沿 很 细 的 毛细 管 流 过 ， 
而 几乎 不 显示 任何 猪 洁 性 , 这 种 现象 称 为 超 流 性 . 实验 还 发 现 , 存在 一 个 临界 速度 
ve, 当 流 动 速度 v > w 时 , 超 流 性 被 破坏 . 

(2) 黏 潜 性 ， 如果 用 一 细 丝 悬挂 一 圆 盘 ， 浸 于 “He 中, 让 圆 盘 作 扭转 振动 ， 
圆 盘 的 运动 将 会 受到 阻尼 , 用 这 种 方法 测 得 的 4He I 的 占 滞 系数 与 在 入 点 以 上 的 
4HeI 相 比 有 同 数量 级 , 且 明 显 地 依赖 于 温度 , 随 7 一 0 而 趋 于 零 . 

(3) 喷泉 效应 (fountain effect); 将 一 毛细 管 插入 成 有 “He 了 的 容器 中 , 通过 造 
成 一 定 的 压强 差 , 使 AHe I 从 毛细 管 中 流 出 , 此 时 容器 中 4He 了 的 温度 就 会 升 高 ， 
这 种 现象 称 为 机 械 致 热效应 (mechanocaloric effeet)， 反 之 如 果 升 高 容器 中 4He IT 
的 温度 , 则 液 氨 将 从 毛细 管 喷 出 , 这 种 现象 称 为 喷泉 效应 . 

(4) 超 热 导 :“He I 的 涩 导 率 很 大 , 且 不 与 温度 梯度 成 正比 . 如 果 按 通常 的 热 导 
率 定义 来 定义 4*He I 的 热 导 率 , 则 其 热 导 率 将 趋 于 无 穷 . 

正 是 由 于 液 氨 的 这 些 奇 特 的 性 质 , 引起 了 广泛 的 兴趣 , 几 十 年 来 对 液 氨 进行 了 
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很 多 研究 , 最 早 的 理论 就 是 Tisza 的 二 流体 模型 . 
2. .二 流体 模型 

Tisza 的 理论 是 纯 经 验 性 的 唯 象 理论 , 他 假设 “He 是 由 正常 成 分 和 超 流 成 分 
两 部 分 组 成 的 , 可 以 令 正常 成 分 的 密度 为 pa, 流动 时 的 速度 为 Vo, 超 流 成 分 的 密度 
为 ps, 流动 速度 为 Vs 它们 与 总 密度 、 速 度 之 间 满 足 关系 : 


p=pn+ps 
APVY = pnaVn 十 psVs 


正常 成 分 被 假设 成 具有 经 典 流体 的 体质 , 而 超 流 成 分 具有 特殊 的 性 质 ， 

(1) 超 流 成 分 的 炳 为 零 ， 

(2) 可 以 不 受阻 尼 的 流 过 很 细 的 毛细 管 . 

用 二 流体 模型 可 以 很 好 解释 “He I 中 的 一 系列 重要 特性 . 例如 当 “He 流 过 
毛细 管 时 , 其 中 正常 成 分 因 有 黏 滞 性 而 不 能 通过 毛细 管 , 观察 到 的 流动 仅 由 超 流 成 
分 引起 , 因而 测 得 其 恭 沾 系数 为 0. 由 Andronikashvili 所 做 圆 盘 实验 则 相反 , 由 于 在 
容器 中 有 “He 也 的 正常 成 分 , 对 圆 盘 产生 阻尼 , 故 由 此 测 得 的 黏 滞 系数 可 与 4He I 
相 比 . 同时 由 此 实验 也 没 测 得 “He II 中 正常 成 分 所 占 的 比例 及 验证 超 流 成 分 的 存 
在 . 当 容器 中 “He 与 其 本 身 的 蒸汽 压 达 到 平衡 时 , 可 以 测 得 整个 系统 的 转动 惯 报 
作为 温度 的 函数 , 根据 二 流体 模型 的 假设 , 4He I 中 正常 成 分 将 随 着 圆 盘旋 转 , 而 超 
流 成 分 不 受 影响 , 故 转动 惯量 将 正比 于 pn/p, 比例 常数 由 在 转变 温度 时 pn/p=1 来 
决定 , 根据 实验 结果 可 得 经 验 公式 ; 


T 5.6 
a-{ Rs 
8 1 人 > 人 


对 机 械 致 热效应 , 也 可 以 得 到 解释 . 由 于 通 

过 毛细 管 流 出 的 是 超 流 成 分 , 其 粹 为 0, 因而 留 | 
在 容器 中 的 液体 每 单位 质量 的 炉 增 加 , 使 温度 升 

高 .He I 的 超 热 导 也 来 自 于 同样 原因 ， 当 容器 
中 原来 处 于 均匀 温度 的 “He I 在 局 部 区 域 温度 
升 高 后 , 受热 区 域 的 pa/p 要 增加 , 而 ps/p 则 减 
小 , 造成 两 种 成 分 的 密度 涨 落 . 为 了 恢复 平衡 , 受 bi 

热 区 域 周围 的 超 流 成 分 将 向 受热 区 域 流动 , 而 正 二 | 

常 成 分 为 反 向 流动 , 这 一 过 程 进行 得 非常 快 , 使 
4He I 有 极 好 的 导热 性 .F.London 称 这 一 个 过 程 
为 “内 运 流 ”. 图 4.3.3 转盘 实验 示意 图 
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二 流体 模型 也 预言 了 第 二 声 的 存在 . 在 液 氨 中 ps 和 ps 可 以 出 现 正弦 形 的 振动 ， 
如 果 两 者 的 位 相 是 相同 的 , 必然 会 有 总 质量 密度 p 的 正弦 形 振动 , 这 样 形成 的 是 压 
力 波 , 被 称 为 第 一 声 , 即 普通 的 声波 . 而 当 pn 及 ps 的 振动 位 相 相差 180。 时 , 尽管 
Pn 及 ps 两 者 依然 在 振动 但 能 保持 总 的 质量 密度 p 为 常数 , 故 整 个 流体 中 不 存在 压 
力 波 ; 而 pn 的 炉 不 为 0, pn 的 振动 决定 了 流体 中 存在 炉 密 度 的 振动 亦 就 是 温度 涨 
落 , 故 在 “He I 中 可 以 存在 另 一 种 振动 模式 , 这 就 是 炉 波 或 称 温度 波 , 亦 称 为 第 二 
声 . 其 传播 速度 为 


psT'S2 
pnCv 


其 中 Cv 为 比 热 , 5 为 单位 质量 的 炉 . 在 1.5K 时 第 二 声 的 传播 速度 为 20m/s, 在 相 
变 点 uz = 

可 以 看 出 , 二 流体 模型 能 很 好 地 解释 已 知 的 一 些 实验 结果 , 且 成 功 地 预言 了 第 
二 声 的 存在 , 其 形式 又 十 分 简单 , 因而 这 是 一 个 很 有 价值 的 理论 . 但 这 理论 不 能 提 
供 对 “He QI 超 流 问题 的 全 面 、 深 入 的 了 解 , 主要 表现 在 : 

(1) 没有 给 出 对 “He 的 完整 的 流体 动力 学 描述 ; 

(2) 不 能 提供 微观 解释 . 


ua 一 


4.4 4He I 超 流 的 唯 象 理论 


20 世纪 40 年 代 朗 道 基于 对 “He 工 的 一 系列 实验 , 特别 是 比 热 实验 的 分 析 , 在 
元 激发 概念 的 基础 上 建立 了 液 氮 的 超 流 理论 他 的 基本 想法 是 将 “He II 看 成 是 受 
弱 激发 的 量子 玻 色 体系 , 将 “He 了 I 中 的 正常 成 分 看 成 是 元 激发 组 成 的 系统 , 而 体系 
的 基态 作为 元 激发 的 背景 , 对 应 于 超 流 成 分 . 在 7 = OK 时 , 没有 元 激发 , 系统 处 于 
基态 , 整个 4He I 均 为 超 流 成 分 . 当 温度 升 高 时 , 体系 被 激发 , 但 在 温度 仍然 不 很 高 
的 情况 下 , 元 激发 密度 很 低 , 可 以 看 成 为 元 激发 组 成 的 理想 气体 . 对 这 样 的 系统 , 能 
基 可 以 表示 成 


E= i p)e(p), (4.4.1) 


其 中 p 及 e(p) 表示 元 激发 的 动量 和 能 量 , n(p) 是 动量 为 p 的 元 激发 数 . 

4He I 的 比 热 实验 给 出 了 在 了 < Te 时 , 比 热 与 T3 成 正比 , 这 是 声 子 的 特征 ， 
而 当 温度 较 高 时 , 比 热 中 存在 一 个 类 似 于 e-4/7 的 附加 项 , 因而 朗 道 假定 在 “He I 
中 存在 两 种 元 激发 : 声 子 及 旋 子 , 两 者 均 为 正 色 子 , 在 p 小 时 , 主要 元 激发 是 声 子 ， 
而 p 大 的 时 候 , 主要 为 旋 子 , 声 子 具有 普通 声 子 同样 的 能 谱 : 


E(p) = up. 
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为 声速 而 旋 子 的 能 谱 虽 是 
四 = 4+ EE, 
其 中 4 称 为 能 辽 .4,po,t 及 m* 均 是 由 实验 决定 的 参数 可 将 能 谱 合 起 来 写成 


四 { U1p, ppo; (4.42) 
e(p) = _m) 4 
? 4 二 也 一 po) 

2m* 


， Pp~ po. 


图 4.4.1 给 出 的 朗 道 的 能 谱 , 其 中 虚线 是 当时 并 不 清楚 的 部 分 . 由 于 元 激发 是 有 能 量 
和 动 基 的 , 因而 在 实验 上 应 该 是 可 观察 到 的 .1957 年 M.Cohen 和 R.P.Feynmanl43l 
提出 , 可 以 用 入 射 到 液 氨 中 波长 > 4A 的 中 子 散 射 来 研究 “He I 的 能 谱 , 当 温 度 低 
于 2K 时 , 慢 中 子 散 射 的 重要 过 程 是 中 子 在 液 氨 中 产生 单个 激发 的 过 程 , 通过 测量 不 
同 角 度 上 被 散射 中 子 波 长 的 改变 , 在 有 关 守 恒定 律 的 基础 上 , 就 能 决定 能 谱 .Yarnell 
等 fa 根据 这 一 建议 从 实验 上 测定 了 He 11 的 激发 能 谱 ， 以 后 Henshawl44 等 人 
又 扩展 了 观察 范围 , 图 4.4.1 中 也 表示 出 了 实验 测量 得 到 的 能 谱 值 可 以 看 出 朗 道 
能 谱 的 形状 与 实验 结果 大 体 上 是 一 致 的 . 朗 道理 论 中 参数 的 实验 值 为 
ul 一 (239 土 5)m/s 
A/k= (8.65 士 0.04)K 
po/hi= (1.92 士 0.01)A- 
m"* 一 (0.16 士 0.01)maHe 


(4.4.3) 


4 实验 值 
十 + / pa 
t+ + 人 
+ Se 朗 道 曲线 
ww 
区 十 十 十 
尝 


A/A 
图 4.4.1 “He 的 能 谱 曲 线 


有 了 元 激发 能 谱 就 可 以 计算 体系 的 热力 学 函数 , 根据 朗 道 假 设 , 将 元 激发 组 成 
的 体系 看 成 是 理想 臻 色 气体 , 由 于 元 激发 的 数目 为 可 变 的 , 由 自由 能 极 小 的 条 件 来 


六 OF 
(路 ).。 国人 
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化 学 势 /= 0, 则 巨 配 分 函数 为 


PN A 
jn3 = 未 fuh 一 erpe(p)]d2p. 


元 激发 的 平均 占有 数 为 了 
(n(p)) = BDI 


(4.4.4) 


(4.4.5) 


低温 下 , 热力 学 函数 可 表示 成 声 子 及 旋 子 两 部 分 之 和 . 对 声 子 部 分 的 热力 学 函数 用 


第 2 章 所 讨论 的 方法 很 容易 求 得 


A 
= (nS), = 一 一 一 3 
gp = (InS)yp V go (RT) 


为 = VT (KT) 

?7 30(fu)s 
2n2k 

1] 了 有 (aa 

加 2n2k 3 

(cv)p = TD) 


5 (RT)?, 


(4.4.6) 


(4.4.7) 
“(4.4.8) 


(4.4.9) 


理论 上 给 出 了 (Cv)p x 73, 与 极 低温 下 实验 结果 是 一 致 的 . 平均 粒子 数 也 可 得 到 为 


总 6V 
p= Baa ( 六 
下 面 讨论 旋 子 部 分 的 贡献 ， 
在 巨 配 分 函数 表示 式 (4.4.4) 的 被 积 函 数 中 指数 项 为 
-| 
根据 实验 测 得 的 结果 , 在 了 < 2K 时 有 
A 
蕊 ~44 
到 巴 一 po) 
一 po 
51 > 0 
故 


mm 


op{ -hp 
可 将 被 积 函数 In(1 - z) 作 级 数 展开 


+ 2]} < 


f, 取 最 低 项 : 


(mnS)R = 次 / ep{ - 中。 + ze | je 


(4.4.10) 
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作 变 数 变 换 , 令 
p—po= V2m*kTZ, 


得 : 
(ns)n = eV / 06-7 [po + Von ET) dz, 
其 中 ， 

zo = po/ V2m*kT, 

m2 =p/2mM RT > 1. 
被 积 函数 中 有 e-* 因子 , 故 积分 下 限 可 用 -oo 代替 , 得 

(ns)an ~ 0-40 VGNT 
x / oe [p83 + 2V2m* kTpor + 2m* kT2]dz. 


被 积 函 数 的 括 弧 中 第 二 项 为 奇 次 项 , 积分 为 0; 又 有 括 弧 中 第 三 项 < 第 一 项 , 最 后 
可 得 


v2 (mkT)E 
(InS)R = VI A (4.4.11) 
其 他 热力 学 函数 亦 容易 算出 , 为 
Na = (ns)n， (4.4.12) 
Er = Nr (4 十 3 (4.4.13) 
SR = Te 十 床 )， (4.4.14) 
2 
(Cv)R = Tt 十 真 十 ( 床 ; (4.4.15) 


从 比 热 的 表示 式 看 出 , 当 了 一 0 时 (Cy) 按 指数 规律 趋 于 0. 

将 两 部 分 热力 学 函数 相 加 , 得 到 4He 的 热力 学 函数 , 但 在 不 同 温度 下 , 两 部 
分 贡献 不 同 , 即 当 T < 0.3K 时 , 声 子 起 主要 作用 , 了 >1K 时 旋 子 起 主要 作用 , 而 当 
TT 心 0.6K 时 , 两 种 成 分 的 贡献 相当 . 

在 4.3 节 我 们 曾 讲 过 , 当 “He [I 流 过 毛细 管 时 , 存在 一 个 临界 速度 Ve, 若 了 > 
Vo, 则 超 流 性 被 破坏 . 朗 道 根据 相当 普遍 的 考虑 导出 了 超 流 的 临界 速度 . 设 质量 为 
M 的 超 流体 以 速度 v 运动 , 其 动量 和 能 量 为 


p? 
P= Mui BE= 737: 
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动量 和 能 量 的 变化 必须 满足 

6B=v.6P (4.4.16) 
如 果 在 超 流体 中 产生 了 一 个 元 激发 , 元 激发 动量 为 p, 能 量 为 s(p). 按照 动量 、 能 量 
守恒 原理 , 元 激发 的 动量 、 能 惹 必然 是 靠 消 耗 超 流 体 宏观 运动 的 动量 、 能 量 而 得 到 
的 ,有 


p= -iP; e(p) = 一 0 已 . 
故 (4.4.16) 式 可 改写 为 
e(p)=v:p& VD 
即 
v2 e(p)/p. 
这 结果 说 明 , 如 果 要 在 4He I 中 产生 元 激发 , 则 其 宏观 流速 必须 大 于 某 个 值 , 换 
言 之 , 当 流速 小 于 该 值 时 , 体系 不 会 产生 元 激发 , 依然 保持 其 超 流 状态 . 由 此 , 朗 道 


得 出 下 列 判 据 ， 


ve 称 为 临界 速度 . 朗 道 的 这 一 判 据 , 实际 上 也 对 产生 元 激发 的 能 谱 作 了 一 定 限制 ， 
声 子 及 旋 子 谱 均 能 满足 朗 道 判 据 ， 但 临界 速度 数值 与 实验 结果 不 符 ， 由 朗 道 能 谱 
得 we ~ 60m/s; 而 从 毛细 管 实验 中 得 到 的 数值 比 理论 值 小 得 多 , 且 明 显 地 依赖 于 管 
的 直径 . 例如 当 管 径 为 1.2 x 10-5cm,7.9 x 10-5cm 及 3.9 x 10~4cm 时 , 得 到 we 为 
13cm/s,8cm/s 和 4cm/s. 

朗 道理 论 尽管 给 出 了 与 实验 结果 基本 一 致 的 能 谱 , 也 较 好 地 解释 了 4He I 的 实 
验 结果 , 但 朗 道 能 谱 的 得 到 则 是 唯 象 的 . 建立 一 种 微观 理论 , 依然 是 令 人 感 兴趣 的 课 
题 . 


4.5 费 恩 曼 的 微观 理论 


在 朗 道理 论 的 基础 上 , 费 恩 曼 ft5) 发 展 了 液 4He 的 原子 理论 , 得 到 了 与 朗 道 
理论 相同 的 声 子 及 旋 子 元 激发 但 费 因 曼 的 理论 则 是 建立 在 更 令 人 信服 的 基础 上 ; 
他 进一步 提出 在 “He I 中 存在 另 一 种 新 的 激发 一 一 量子 化 涡 旋 , 以 此 解释 了 超 流 
氨 的 临界 速度 问题 . 

1. 声 子 与 旋 子 的 能 谱 
将 系统 的 哈密 顿 量 写 为 
记忆 
Bm + (4.5.1) 


i<j 
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其 中 m 是 “He 原子 质量 , vi; = v(|mi -7j|) 是 第 i 个 和 第 j 个 原子 间 的 势能 . 将 华 
标 (m1,…,rN) 的 集合 称 为 体系 的 一 个 组 态 . 基态 波 函 数 wo 满足 


Hwo = Eowo. (4.5.2) 


Bo 是 最 低 的 能 量 本 征 值 ,wo 对 坐标 为 对 称 的 . 可 以 证 明 wo 是 正 、 实 的 , 也 是 唯一 的 
基态 波 函 数 . 因此 , 除了 体系 中 有 两 个 原子 互相 接触 , 对 这 种 组 态 有 yo s 0 外 , 对 其 
余 所 有 组 态 , 可 以 将 Wo 近似 看 成 为 常数 . 

费 恩 曼 认为 当 存 在 一 种 元 激发 时 , 液体 的 波 函 数 应 该 近似 地 具有 形式 : 


幼 = f(ri)wo, (4.5.3) 
了 


其 中 f(r;) 是 待定 函数 , 通过 使 与 % 状态 对 应 的 能 量 为 极 小 的 条 件 来 决定 , 即 


(Ww Ay) 
作风 ”为 极 小 


N 
F= Df). (4.5.4) 
=1 


”由 少 所 满足 的 苹 定 读 方 程 可 得 
(A- Eo)y = Hrwo— EoFyo 
和 
本 -部 DVIF) Yo + 2(V;F) VYo)] + [(B = Eo)Yo]F. (4.5.5) 
j=1 
由 (4.5.2) 式 可 知 (4.5.5) 式 中 右边 最 后 一 项 为 0. 令 
py = (re, TN), 


这 里 pr 表示 了 给 定 组 态 出 现 的 概率 . 将 (4.5.5) 式 写成 


. 1[ 及 之 
(站 Bo) = 去 [- 葬 半 ‘(orvip)] (4.5.6) 
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让 上 表示 激发 态 能 量 与 基态 能 量 的 差 , 有 
e=(%,(F — Eo)y) 
2 N 
= -fe Dv; ‘(pw ViF) 
和 1 
2 六 
= 总 呈 /avr(virD (wm 
j=1 


记过 
= rv) ips. 
j=1 


由 于 pw 对 坐标 (ri,.…rw) 为 对 称 的 , 将 上 式 写成 
e= We f evr (rv ro, 
= De /arr .Vf(r). (4.5.7) 
导出 (4.5.7) 式 用 到 这 样 的 结果 ， 
p= rae ders Rs 
对 足够 大 的 体系 来 说 , 是 一 个 常数 , 定义 ， 
7= (= /arp po, 


NN 
= /wrapjeom 


i=1 j=1 
N 
= ferlroFps + Df rrp (ra) f(r)py 
i=1 1 l 
= Noo / erlf (PF + NGN -1) 
x f driesra pr) fra)plri rs), (4.5.8) 


其 中 ， 
p2(r1,72) 三 J er dsr pn. (4.5.9) 
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定义 : 对 相关 函数 D(|r1 一 72|) 为 
D(r: -rah) 三 了 六 fa 5(rf — 71)6(7S 一 r2)Ov 


i=1 j=1 


= Ni(ri 一 73) 十 ENGN — Dpz(r1, "2) 


相关 函数 D 是 表示 了 在 体系 基态 时 , 如 果 已 知 在 ra 有 一 个 粒子 , 则 在 单位 体积 内 
在 ri 找到 一 个 粒子 的 概率 , 用 相关 函数 可 将 (4.5.8) 式 改写 成 
7=m f emiraf "(ri) ra) Dm -ma (4.5.10) 
显然 是 归 一 化 常数 , 在 满足 7 = 1 的 条 件 下 , 使 能 量 < 取 极 小 值 , 有 
6e — Niuby = 0. 


其 中 w 为 拉 格 朗 日 乘 子 . 由 (4.5.7) 式 及 (4.5.10) 式 计算 变 分 , 得 到 f 所 满足 的 方 
程 ， 


-让 Vj(r) ) -tw f drD(r) )f(r+r)= (4.5.11) 
， 令 方程 (4.5.11) 的 解 为 
f(r) = const .eik'" (4.5.12) 
方程 (4.5.11) 成 为 
忆 2 
‘2m 


其 中 为 任意 的 非 零 失 量 , 与 上 值 相 对 应 的 w 值 用 wx 表示 , (4.5.13) 式 积分 是 D(7) 
的 傅 里 叶 变换 , 可 写成 


-pm f rd nD(r/ err = 0, (4.5.13) 


SUD = f trewrDr). (4.5.14) 
5S(k) 被 称 为 结构 因子 ,(4.5.13) 式 可 表示 成 
hi2k2 
fwk = pT (4.5.15) 


将 (4.5.12) 式 及 (4.5.13) 式 代入 (4.5.7) 式 , 得 到 对 给 定 的 激发 态 能 最 为 


Bk = Eo + fwk. (4.5.16) 
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所 以 方程 (4.5.12) 是 使 体系 能 量 取 极 小 值 的 条 件 , 而 这 极 小 值 的 能 其 即 为 (4.5.16) 
式 . 结构 因子 S(k) 可 以 通过 实验 来 测定 , 图 4.5.1 画 出 了 由 中 子 散射 得 到 的 S(k) 曲 
线 , 将 S(k) 值 代入 (4.5.15) 式 , 就 可 得 到 体系 的 能 谱 (图 4.5.2). 


E( 月 


3 有 


过 wh 
图 4.5.1 S(k) 的 实验 曲线 图 4.5.2 元 激发 能 谱 
1, 费 恩 曼 理 论 ， 2, 费 恩 曼 -科恩 改进 公式 ; 
3. 实验 结果 


我 们 知道 , 在 能 谱 曲 线 的 稳定 点 上 (也 就 是 能 其 的 极 小 值 点 ) 最 容易 形成 各 种 
元 激发 , 基态 不 能 说 成 是 能 谱 曲线 的 稳定 点 , 但 它 是 能 量 的 最 低 点 , 沿 着 能 谱 曲线 也 
容易 形成 元 激发 . 分 析 图 4.5.2 的 能 谱 曲 线 可 以 看 出 , 在 k 很 小 时 , 即 在 基态 附近 , 能 
谱 曲 线 是 直线 , 因此 这 里 形成 的 元 激发 是 声 子 的 激发 , 即 


e(p) x p. 


在 能 谱 曲 线 的 极 小 值 点 , 将 能 谱 曲 线 在 这 点 附近 作 泰 勒 展开 , 忽略 高 次 项 , 并 注 
意 到 极 值 点 (de(p)/dp)p=m = 0, 可 得 旋 子 谱 (图 4.5.3)， 


(p=p0) 
二 2m 


se(p)= 


由 以 上 结果 看 出 , 费 恩 受理 论 得 到 了 与 朗 道理 论 相 同 的 元 激发 能 谱 , 但 值得 注 
意 的 是 : 

(1) 费 恩 曼 理论 是 从 第 一 原理 出 发 导出 的 结果 , 且 理论 中 没有 可 调节 参数 ; 

(2) 朗 道理 论 中 给 出 的 是 声 子 和 旋 子 两 种 元 激发 , 元 激发 能 谱 (图 4.4.1) 中 虚线 
部 分 当时 并 不 清楚 ; 费 恩 曼 理论 所 得 到 的 则 是 同一 条 能 谱 曲 线 , 声 子 及 旋 子 是 在 不 
同 关 值 时 引起 的 不 同 的 激发 态 . 
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el(p) 
E=A+(p-po)/2m 


e=0 


图 4.5.3 ”能 谱 曲线 及 相应 的 元 激发 


由 (4.5.15) 式 得 到 的 能 谱 曲 线 旋 子 部 分 与 实验 结果 相差 较 大 , 以 后 由 费 恩 曼 和 
科恩 (t+ 对 试探 波 函 数 作 了 改进 , 得 到 与 实验 符合 得 更 好 的 结果 (图 4.5.2). 
2. 量子 化 环流 

在 “He I 中 ,除了 有 声 子 、 旋 子 外 , 还 存在 另 一 种 元 激发 , 这 就 是 昂 萨 格 7] 和 
费 恩 曼 9 提出 的 “量子 化 涡 旋 " ， 有 关 这 方面 的 重要 概念 , 被 概括 在 费 恩 曼 的 环 
流 定理 中 . 

当 超 流体 以 宏观 速度 w 作 均 匀 的 整体 运动 时 , 描写 液 “He 的 波 函 数 (4.5.3) 已 
不 再 合适 , 可 将 其 改 为 


=p [HPs: | wo 
= exp 区 区 us， "| Wo, (4.5.17) 
其 中 如 是 基态 波 函数 ，P。 为 体系 的 总 动 拱 ,已 是 质量 中 心 ， 
i 
x 表示 第 1 个 原子 的 位 狩 矢量 . 如 果 速度 v 为 不 均匀 的 , 则 波 函数 (4.5.15) 在 局 域 


上 依然 是 “好 的 ”, 也 就 是 在 比 速度 发 生 显 著 变 化 小 得 多 的 范围 内 , 原子 的 局 域 位 移 
集合 所 产生 的 波 函 数 的 相位 变化 依然 可 以 用 (4.5.17) 式 得 到 


于 (os .Ari) (4.5.18) 


4 一 下 

用 这 结果 来 计算 一 个 由 原子 构成 的 环 链 由 于 原子 位 移 而 引起 的 相位 变化 ， 假 
设 圆 环 中 的 原子 从 初始 位 置 移动 到 其 近邻 位 置 , 就 位 移 而 论 , 我 们 得 到 从 物理 上 与 
初始 位 形 相同 的 一 种 位 形 . 由 于 正 色 子 波 函数 的 对 称 性 , 这 种 位 移 不 会 改变 其 波 函 
数 . 因而 只 可 能 出 现 相位 变化 , 这 种 相位 变化 必须 是 2r 的 整数 倍 : 
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下 (os Ari) = 2mm， 一 0 士 (4.5.19) 
袜 


求 和 》，' 是 对 构成 圆 环 的 所 有 原子 进行 . 为 了 使 (4.5.19) 式 成 立 , 只 需 让 Ar 取 小 
值 即 可 , 整个 周 长 则 可 不 受 限制 . 对 一 个 宏观 尺寸 的 圆 环 , 将 液体 看 成 为 连续 的 流 
体 , (4.5.19) 式 求 和 可 以 换 成 积分 : 


f= n=0,+1,.…. (4.5.20) 


(4.5.20) 式 左边 就 是 与 积分 回路 有 关 的 环流 , 故 (4.5.20) 式 表 示 了 环流 是 量子 化 的 ， 
环流 的 量子 就 是 h/m,(4.5.20) 式 就 是 费 恩 晕 环 流 定理 . 可 以 看 出 (4.5.20) 式 与 玻 尔 
的 量子 化 条 件 上 pdg = nh 非常 相似 , 但 琉 尔 条 件 是 用 于 微观 区 域 , 而 (4.5.20) 式 适 
用 于 宏观 区 域 . 

由 斯 托 克 斯 定理 , 方程 (4.5.20) 式 可 写成 


f {xas=, = 人 二 Lev (4.5.21) 
s 


其 中 5 表示 (4.5.20) 式 中 积分 回路 所 包围 的 面积 . 如 果 这 区 域 是 单 连通 的 , 且 速 度 
vs 为 连续 的 , 于 是 可 将 积分 区 域 连续 地 缩小 , 左边 的 积分 值 也 随 之 连续 地 减 小 以 臻 
趋向 于 0, 但 右边 却 是 不 连续 的 , 因此 要 使 等 式 成 立 , 其 子 数 n 必然 是 0, 所 以 在 整 
个 速度 场 是 连续 的 单 连通 区 域 中 , 条 件 
Vxw=0 (4.5.22) 

处 处 成 立 , 这 就 是 朗 道 假设 的 条 件 , 即 超 流 成 分 的 运动 是 无 旋 的 . 

但 是 朗 道 条 件 只 是 费 恩 曼 定理 的 一 种 特殊 情况 , 在 复 连通 区 , 或 者 w 有 奇 点 的 
情况 , 积分 区 域 不 能 连续 缩小 到 0, 朗 道 条 件 不 会 处 处 都 成 立 . 涡 旋 就 是 一 个 典型 例 
子 , 涡 旋 是 具有 柱 对 称 的 二 维 片 流 , 其 速度 场 为 


a 
~ 2xp’ 


p 为 垂直 于 对 称 轴 的 距离 , K 是 环流 : 
乡 vdl= ¢ tp Ks (4.5.23) 


vp=0; vp Vz = 0. 


(4.5.23) 式 中 积分 回路 是 以 p = 0 为 圆心 垂直 于 z 轴 的 圆 , (4.5.23) 式 的 另 一 种 形式 


f/f? xv.d5 = // BA] 2mpdp = K. (4.5.24) 
5 s 
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显然 , 在 p 天 0 区 域 , 我 人 有 VV xv = 0, 但 在 p = 0 处 , wp 一 co, 即 是 v 的 奇 点 . 
Vx wv 是 发 散 的 , 发 散 的 方式 是 使 (4.5.24) 式 的 积分 为 有 限 . 因而 在 有 奇 点 的 情况 
下 , 朗 道 条 件 不 再 成 立 . 

根据 (4.5.21) 式 和 (4.5.23) 式 , K 的 值 只 能 取 


h 
K=n7, n=+1,+2,... (4.5.25) 


说 明 涡 旋 是 量子 化 的 , 其 中 n 显然 不 能 取 为 0 Vi Whitinoie 和 Zimmermanl4.8] 
已 在 实验 上 观察 到 量子 化 渴 旋 , 实验 还 表明 涡 旋 核 的 半径 为 1A 左右 . 


3. 超 流体 的 旋转 


一 个 圆柱 形 的 容器 围绕 其 对 称 轴 (到 该 轴 为 z 方向 ) 以 角速度 w 均匀 旋转 , 如 
果 容 器 内 装 的 是 正常 流体 , 则 流体 的 整个 质量 会 以 同样 的 角速度 旋转 , 速度 场 v 为 


v=wxr= (0,wp,0), (4.5.26) 


且 有 
Vxv=2w#0. (4.5.27) 


旋转 流体 的 自由 面 形状 是 由 重力 和 离心 力 决定 , 故 平衡 时 自由 表面 呈 抛 物 面 , 曲率 
为 w?/g， 
(0) =2(0)+ Op (4.5.28) 
z(p) = 25° : 6. 


如 果 在 容器 中 装 的 是 全 部 由 超 流 成 分 组 成 的 超 流体 , 由 朗 道 条 件 可 得 w = 0, 也 
就 是 容器 旋转 时 , 超 流体 不 旋转 . 通常 的 4He I 中 包含 有 正常 及 超 流 两 种 成 分 , 设 
占 整 个 流体 的 z(7) 部 分 为 正常 成 分 , 其 余 为 超 流 成 分 , 人 们 预期 AHe I 旋转 时 , 由 
于 超 流 成 分 不 旋转 , 正常 成 分 将 同 普通 流体 同样 旋转 , 会 出 现 这 样 的 图 像 : 自由 面 
的 形状 虽然 依然 为 抛物 面 , 但 有 较 小 的 曲率 , 且 曲 率 大 小 与 温度 有 关 . 方程 可 表示 成 


2(p) = 2(0) =X(T)Op. (4.5.29) 


1950 年 Osborne[4.9] 首先 从 实验 上 考察 了 这 个 问题 , 他 以 10 rad/s 的 角速度 旋 
转 4He [I 来 研究 其 自由 面 , 结果 出 乎 意料 , 自由 面 的 形状 与 (4.5.28) 式 一 致 而 不 是 
与 (4.5.29) 式 一 致 , 换言之 4He QI 中 的 超 流 成 分 也 同样 参与 旋转 ! 1963 年 Osborne 
又 以 较 小 的 角速度 3.1 rad/s 及 1.5 rad/s 重复 了 他 的 实验 , 结果 与 以 前 一 样 . 其 他 
人 做 的 一 些 实验 , 尽管 方法 不 同 , 但 结果 都 与 Osborne 的 相同 . 
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gg 为 了 解决 这 一 矛盾 , 费 恩 曼 提出 在 旋转 
> 着 的 4He I 中 有 一 系列 并 行 的 涡 旋 线 , 每 一 
A 涡 旋 的 环流 为 zw/mu( 即 取 荆 子 化 环流 的 量子 
数 n = 1), 在 流体 中 的 绝 大 部 分 区 域 满足 
区 "一 x v = 0, 在 渴 旋 轴 上 发 散 ， 而 在 流体 中 
的 平均 值 恰 为 2w，, 为 了 给 出 涡 旋 线 在 流体 


中 的 合适 排列 , 考虑 半径 为 p 及 p+ dp 的 
两 图 之 问 的 封闭 面积 圆 (图 4.5.4), 令 n(p) 
表示 流体 中 涡 线 的 面 密度 , 每 条 线 有 环流 为 


图 4.5.4 超 流体 的 旋转 模型 h/m, 因而 在 面积 元 中 环流 总 数 为 
In(p)2npdpl. (45.30) 
另 一 方面 面积 元 内 的 净 环 流 可 由 (4.5.31) 式 计算 ， 
2x(p + dp)(v +do) — 2rpu ~ 2nd( pv), (4.5.31) 


v 为 超 流 成 分 的 总 速度 场 . 由 于 涡 施 是 造成 流体 中 环流 的 唯一 原因 |， 因此 (4.5.31) 式 
应 与 (4.5.30) 式 相 等 , 得 n(p) 为 


n(p) = LE (vp). : (4.5.32) 


为 了 使 超 流 成 分 的 旋转 速度 与 正常 流体 相同 , 也 就 是 有 v = (0, pw,0), 由 (4.5.32) 
式 可 知 必然 有 
n(p) = 2 (4.5.33) 
(4.5.33) 式 说 明 只 有 在 涡 线 的 面 密 度 与 半径 p 无 关 的 均匀 分 布下 , 超 流 成 分 的 
总 体 是 以 与 正常 流体 相同 的 方式 “旋转 ”. 需 注意 的 是 v(p) = pw 是 表示 超 流体 的 
平均 速度 场 , 与 微观 速度 vs 不同, 微观 速度 是 由 许多 平行 的 涡 旋 线 的 速度 场 组 成 ， 
涡 旋 线 与 涡 旋 线 之 间 的 距离 为 
1 jiN22 于 
bo EE 名 (去 ) c 7: 
当 w s1 rad/s 时 ,b 约 为 零点 几 毫 米 , 比 量 子 化 涡 旋 核 的 半径 ( 约 1A) 大 得 多 ， 
因而 在 超 流体 中 的 绝 大 部 分 区 域 依然 满足 朗 道 条 件 , 而 只 是 在 ws 的 一 些 孤 立 的 奇 
点 上 才 有 V x vs 为 无 穷 , 这 样 使 前 述 的 矛盾 得 到 解决 . 按 定义 V x vs 的 平均 值 为 
每 单位 面积 上 的 环流 , 也 就 是 h/m 乘 以 单位 面积 中 的 涡 旋 线 数目 , 即 


h a 
元 "0 = 2w. 
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这 正 是 正常 流体 的 结果 . 

以 上 讨论 的 涡 线 是 一 条 直线 , 但 涡 线 并 不 必须 是 直线 , 可 以 是 曲线 , 如 果 涡 线 本 
身 并 不 终止 在 器 壁 或 流体 的 自由 面 的 话 , 涡 线 本 身 形成 封闭 线 , 称 为 涡 旋 环 , 顷 恩 曼 
认为 在 4He I 中 存在 涡 旋 环 提供 了 超 流 性 破 缺 的 机 制 , 进一步 的 研究 表明 , 在 毛细 
管 中 流 动 时 , 临界 速度 ve 由 涡 旋 环 决定 , 理论 计算 的 结果 与 实验 基本 一 致 19l. 


4.6” 非 理想 费 米 气 体 


在 4.2 节 我 们 讨论 了 非 理想 玻 色 气体 , 用 博 长 留 波 夫 变换 导出 了 体系 的 元 激发 
即 声 子 , 这 是 玻 色 型 的 元 激发 , 用 元 激发 的 概念 讨论 了 系统 的 低温 性 质 . 元 激发 方法 
也 同样 可 以 用 于 研究 非 理想 费 米 气体 , 我 们 将 分 别 就 排斥 势 和 吸引 势 两 种 不 同情 况 
讨论 非 理想 费 米 气体 中 的 元 激发 . 
1, 排斥 势 

与 4.2 节 相 类 似 , 研究 N 个 粒子 组 成 的 体系 , 粒子 自 施 5 = 上 粒子 间 具有 两 
体 球 对 称 排斥 势 且 与 自 旋 无 关 , 所 研究 的 体系 满足 条 件 ， 
a 
xX «<1 
了 <!l; (4.6.1) 
Ml<L 


其 中 a 为 散射 长 度 , ! 为 粒子 间 平 均 距离 , 工 为 体系 宏观 体积 的 线 度 , 和 为 德 布 罗 意 
波长 , 对 费 米 体系 


A~ 直 ~ 
系统 的 哈密 顿 量 可 以 写成 
。 世 记 1 . A. 
eb De 十 户 /， (4.6.2) 


用 二 次 基 子 化 形式 表示 时 , 单 粒 子 态 不 仅 由 粒子 动量 , 且 还 要 由 粒子 自 旋 决 定 .(4.6.2) 
. 式 可 表示 成 


2 
fy pa 
H=》 bipo 
乞 2m 
+ DD, (pict,p2oslilpio p202) 


Pig1, PS os 


x 人 


a 
pio! dpips dpsps psos* (4.6.3) 
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将 体系 的 单 粒子 态 取 为 


eip'r /iin (cc= 士 )， (4.6.4) 


A- 


pp, (7) = 


其 中 ， 


or 人 
后 及 ape 为 费 米子 的 产生 、 渣 没 算 符 , 满足 对 易 关 系 : 
{po Gr} = Gpp' Soos; 
{pos bo'} = 0; 
{bpo, dp'o'} = 0. 
记 中 求 和 只 对 满足 动 二 守恒 及 自 旋 守恒 的 状态 进行 , v 的 矩阵 元 与 散射 长 度 
4 有 关 , 与 玻 色 情况 相 类 似 , 由 条 件 (4.6.1) 在 低能 散射 下 可 用 p=0 时 矩阵 元 的 值 来 
代替 ， 


(p104, pas 人 lpiot,paaa) S (0ci,0c9 人 al0ci,0c2)， 
由 费 米 算 符 的 反对 易 性 , 在 求 和 式 中 所 有 cl = ca 的 项 及 of = o 的 项 均 为 0， 
这 在 物理 上 意味 着 低能 散射 下 , 只 有 相反 的 自 旋 才 有 相互 作用 , 因而 当 粒 子 动 基 给 
定 的 情况 下 , 自 旋 状 态 只 能 取 下 述 四 种 ， 
(D ol = +loa = 一 1iot = +1o = 一 1 
(ii ol = +loa = -1;01 = ~1,0% = +1; 
(ii) ci = 一 1 oa = 十 1iof = -1,0% = 十 1; 
[Kk es i 


显然 , 上述 G) 和 (i) 有 相同 贡献 , (i) 和 (iv) 有 相同 的 贡献 , 加 之 碰撞 过 程 中 
每 个 粒子 自 旋 保持 不 变 , 也 就 是 (ii) 及 (iv) 的 贡献 为 0. 考虑 到 动量 守恒 的 条 件 , 可 
将 遍 简化 成 (4.6.5) 式 ， 


方 Vo PE 
古 = 浆 2 M+, dp, bp, +6p, +p2,p1+ps. (4.6.5) 
P1,P2,P1 ,pS 


(4.6.5) 式 中 的 wo/V 则 为 


元 = {0, +1;0, —1)&|0, +1;0, —1), (4.6.6) 
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2 
i utrjdsr 或 wo~ 2 (4.6.7) 


(产生 及 汰 没 算 符 中 的 下 标 +, 分 别 表示 自 施 +1 或 -1). 
我 们 用 微 拢 论 来 计算 哈密 顿 量 的 本 征 值 , 可 以 看 出 , 六 中 的 主要 项 所 是 已 经 
对 角 化 的 , 可 直接 写 出 


2 
(0)= 2 
区 = 于 Dn, (4.6.8) 


其 中 npe 是 单 粒子 态 (po) 的 占有 数 , 由 费 米 分 布 : 
1 


Npo = 一 [一 一 一 一 一 ， 
?? 和 Ilexp(p2/2m) 十 1 


上 式 给 出 粒子 数 的 平均 值 . 将 (4.6.8) 式 求 和 改 用 积分 表示 , 得 


EW = Va), (4.6.9) 
由 系统 的 总 粒子 数 ， 2 
N= 2 npe = V fy/2(0), (4.6.10) 
Ez 
可 以 决定 zo. 
对 系统 能 其 的 一 级 项 可 由 相互 作用 项 中 的 对 角 化 矩阵 元 得 到 , 令 
In) = Inpyoy Nipsoss npacny 小， 
表示 哈密 顿 量 中 Ho 的 本 征 态 , 则 一 级 修正 为 
EY) = (n|Hirln) 


uo a . a 
= Obit pat py- dpstps-p4 -ps)|n) (4.6.11) 


只 有 当 pi = pi,pz = ps 时 , 矩阵 元 才 不 为 0, 且 此 时 必然 使 5 函数 为 1, 得 


Uo Uo 二 
ED = 7 DD np nps = PM (4.6.12a) 
PP1,P2 


N+ 及 N- 表示 自 旅 向 上 及 向 下 的 总 粒子 数 , 取 平衡 值 + = 玉 - = 3N, 得 
BD = 技 N? = Yao 吉 [pna(aojP， (4.6.12b) 


其 中 ， 


uo ~ dnaf? /m. 
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系统 的 二 级 能 量 修正 , 由 下 式 得 到 


(ED))) 过 > Vanl? ， 
mA#n En — Em 


其 中 nn 和 m 表示 记 的 本 征 态 , 求 和 是 对 BW) 关 区) 的 那些 m 态 进 行 . 经 过 简单 
计算 可 得 


3 mp + Np,—(1— np’+)(1 — np —) 
(0)) = 2240 b> Pi + Pa pi+ ps 
(Bh) 天 
pa 


X gp +pa ph 十 D (4.6.13) 


求 和 中 必须 排除 码 十 到 = pf 十 p2 的 项 .(4.6.13) 式 的 分 子 实际 上 是 表示 了 从 状 
态 (pi+, Pa 一 ) 一 (2D1+,29 一 ) 跃迁 矩阵 元 的 平方 , 是 与 (pi+), (po 一 ) 成 正比 .(4.6.13) 
式 中 并 未 包括 全 部 的 二 级 项 , 原因 是 如 果 我 们 在 计算 wo 时 , 采用 比 (4.6.7) 式 更 精 
确 的 表达 式 , ( 即 包括 高 一 级 的 项 ), 这 样 就 会 在 一 级 微 扰 项 (4.6.12) 式 中 也 产生 与 二 
级 项 有 相同 其 级 的 贡献 . 我 们 必须 将 这 部 分 包括 进去 . 用 4.2 节 玻 色情 况 中 相似 的 
方法 , 可 得 到 在 目前 情况 下 的 表达 式 : 
8 Spi +pa ,PA+PS 

二 4 (人 十 及 一 下 一路 )M2m 


由 此 得 


~ rap E _ 8ral? pi +pa, PA tp 
m mV i (+p —p2)/2m) 
将 (4.6.14) 式 中 第 二 项 即 与 o2 成 比例 的 项 代入 (4.6.12) 式 , 得 二 级 修正 项 的 另 
一 部 分 为 


tra? \)? Np +npa —6p1 +pa ,p14 +ps 
(2) =-2( ) pp + pa Moisi 4.6.15 
(Bn )2 mV 2 (pf + p23 — pF — PE)/2m NY 


uo (4.6.14) 


Pi1,P2,P1 ,PP 
将 两 个 二 级 项 合并 , 注意 对 (4.6.13) 式 只 需 取 uo ~ 4rojP/m 即 可 , 得 
Bl = (EQ) + (B90), | 


三 (人 > Npy tips (Mpa+ + Nps —)6p1 +pa ,pA+PS 
mV (pi + p38 — PY — pe)/2m 


P1,P2 ,Pp1 人 


(4.6.16) 
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在 推导 (4.6.16) 式 中 , 我 们 利用 了 这 样 的 结果 : 对 四 个 n 的 乘积 项 , 因 分 子 对 
(Pi;P2) 与 (p4,P&) 交换 时 为 对 称 的 , 而 分 母 为 反对 称 的 , 因而 求 和 为 零 . 在 二 级 近 
似 下 , 可 将 体系 的 能 量 写成 

En = EO + El +E 

2 4: 2 
= » 所 mv 市 7 D3 Np +7pa 一 
dna?) Npy trips ~ (Npst + Nips —)6p, +pa ,p14 
-mn( ) 2 玉 + 太 一 Pp 一 才 


P1,P2,P1 ,pS 
(4.6.17) 


由 (4.6.17) 式 很 容易 得 到 系统 基态 的 能 最 , 因为 这 时 在 费 米 球 内 部 npe = 1 而 
在 费 米 球 外 部 有 mpe = 0, 即 基态 的 粒子 占有 数 为 


1，Pp< pri 
no = { 人 (4.6.18) 
0， > pF. 


需要 指出 的 是 在 开始 的 哈密 顿 基 中 jie = 站. ape 代表 没有 相互 作用 时 粒子 
状态 的 占有 数 , 而 当 用 微 扰 论 将 哈密 顿 量 对 角 化 以 后 , 已 将 相互 作用 考虑 进去 了 , 因 
而 此 时 所 涉及 的 已 经 不 是 自由 粒子 , 如 果 我 们 给 体系 一 个 分 布 函数 ,就 不 再 是 自由 
粒子 体系 的 分 布 函数 , 而 是 元 激发 的 分 布 函数 ， 


将 (4.6.18) 式 代入 (4.6.17) 式 : 
Eo = E") + EA) + EA?. (4.6.19) 
其 中 ， 
2 2 
p 3pi 
El = 2m En, = BNee = NT 
3(3r2)2/3j2 /NAN2/2 
= spp (区 N, (4.6.20) 
2 2 
El = ZL 苇 ， (4.6.21) 
2 
(2) dxahi? 
五 sm( my 


x 区 又 + (+ 十 喝 ，- Tp tp pi tp (4.6.22) 


PI+P3 一 pep 
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(4.6.22) 式 中 求 和 的 计算 可 参考 文献 [4.11], 最 终 可 得 体系 基态 能 量 为 


3 有 尼 ,。。 /3 
男 =8 了 (3r 9) N 


nafi? N2 6 3 ， 
En 3 /3 : 
+ + zn (2) nl/3a|, (4.6.23) 


气体 基态 压强 为 


2 2 
= 1 (gn2n)2/3n + Tn? 
5m m 


8 3\1/3 
1+ 二 (11 一 2In2) 全 md (4.6.24) 


也 可 得 出 与 系统 压缩 系数 有 关 的 声速 为 


2 6 
~ (mn) 


1 局 3 ,2xafi? 
= 了 (mm 十 人 


/3 
x |1+ 二 (0 的 ] ap (4.6.25) 
(4.6.23) 式 的 结果 首先 是 由 黄 克 逊 和 杨振宁 用 硒 势 法 得 到 的 , 李 政 道 和 杨振宁 42 
在 两 体 碰撞 方法 的 基础 上 给 出 了 三 级 修正 的 结果 ， Galitskil413l 利用 格林 函数 方法 
也 得 到 了 相同 的 结果 . 


2. 吸引 势 


与 4.2 节 相 类 似 , 博 臣 留 波 夫 也 讨论 了 当 粒 子 间 存 在 吸引 势 时 的 非 理想 费 米 气 
体 以 电子 为 例 由 于 这 种 吸引 力 的 存在 , 使 费 米面 附近 的 一 对 动 其 、 自 旋 相反 的 粒 
子 能 形成 一 种 特殊 的 束缚 态 一 -Cooper 对 , 使 体系 的 基态 与 理想 气体 的 基态 有 所 
不 同 , 元 激发 能 谱 中 出 现 了 能 陈 , 形成 了 超 流 相 ， 这 一 现象 的 最 具有 代表 性 的 例子 
就 是 金属 中 的 超 导 .1911 年 Kammelingh Onnes 发 现 超 导 现象 , 经 过 了 近 50 年 时 间 ， 
到 1957 年 才 由 Bardeen-Cooper-Schrieffer 建立 起 超 导 的 微观 理论 , 系统 研究 超 导 现 
象 及 理论 是 属 固体 理论 的 内 容 , 我 们 在 这 里 以 博 蕊 留 波 夫 的 简化 模型 为 出 发 点 , 用 
元 激发 方法 讨论 其 能 谱 的 特性 及 有 关 的 热力 学 性 质 . 

考虑 N 个 费 米子 组 成 的 体系 , 满足 与 (4.6.1) 式 相同 的 条 件 , 设 动能 处 于 费 米 
面 两 侧 Ae 范围 内 , 自 旋 与 动量 均 相反 的 一 对 粒子 之 间 , 存在 着 弱 吸 引力 , 其 他 粒子 
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行为 类 似 于 理想 气体 . 系统 的 哈密 顿 量 与 本 节 开始 时 讨论 排斥 势 的 情况 相似 , 在 二 
cb 


f= 号 papsdp + > Vpp’ (ou a Gp'— Op 十 
pip’ 


= 如 + 刻 ， (4.6.26) 
其 中 ， 
Vpp’ = (p+,-—p — IVipt, = 
了 
={ -Wh, -|<AB, pw 一 所 1< AB 
0， 其 他 . (4.6.27) 


十。 及 ipv 表示 单 粒 子 态 的 产生 及 淹没 算 符 , 满足 费 米子 对 易 关系 (4.6.4) 式 , 单 粒 
子 态 亦 取 成 与 排斥 势 情况 相同 . 

显然 这 一 哈密 顿 量 (4.6.26) 式 及 (4.6.27) 式 说 明了 只 有 在 费 米面 附近 两 个 具 
有 相反 的 动量 和 自 旋 的 粒子 之 间 才 有 相互 作用 , 当 粒 子 能 基 增 大 , 超过 费 米面 以 上 
人 AB 的 范围 , 不 再 形成 电子 对 相互 作用 , 电子 的 激发 成 为 单 电子 激发 , 不 构成 集体 运 
动 , 系统 的 超 导 性 也 被 破坏 . 

(4.6.26) 式 是 Bardeen-Cooper-Schrieffer 建立 超 导 理 论 时 用 的 哈密 顿 量 , 称 为 
BCS 约 化 哈密 顿 基 , 

首先 对 哈密 顿 最 作 一 个 近似 , 即 可 以 将 算 符 的 本 征 值 与 其 平均 值 之 差 看 成 为 小 
量 . 我 们 将 (4.6.26) 式 中 的 算 符 表示 成 如 下 形式 ， 


p+ 6p- = (d+ oto) + (Gr tp 一 人 PH tp )) 
Gp hp = (dpbp't+) + (Gp — hpt — (dp'— hp’+)). 
上 面 两 式 的 右边 第 二 项 , 如 作用 在 算 符 的 本 征 态 上 , 得 到 的 是 算 符 的 本 征 值 与 
平均 值 间 的 偏差 , 将 这 两 式 代 入 (4.6.26) 式 , 忽略 偏差 的 二 级 项 , 可 以 得 到 
= 2 Jr (好 | 让)6-p 一 6p 汪 
PP 


Ea Se Vop’ (G-m 一 ap 十 )67 (i 
pp’ 


— DB Vop' (Gt dt )(d_p— dp'+) 
Pp 


一 》 Vop Xho-p pt + Xp ot ts) — 》 Vop XS Xp', (4.6.28) 
PP PP 
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其 中 ， 


和 仿 = ( 寺 寺 ) = TY(pa +p); 
Xp' = (bp hpr+) = Tr(p6-p 一 op 二) (4.6.29) 
为 巨 正则 系 综 的 密度 矩阵 , 即 
@-B(A-nN) 


育 依然 由 (4.6.26) 式 决定 , 六 为 总 粒 于 数 算 符 , 即 


N= Dholpo. 
所 


.p= 


六 及 xj 是 系 综 平均 值 , 而 P 中 本 身 又 包含 着 万 即 包含 着 交 及 x%, 因而 它们 
必须 自治 地 确定 . 


为 了 方便 起 见 , 令 
A' = -nN = (to -nN)+H, (4.6.30) 
右边 第 一 项 可 表示 成 
-pnN= 乞 (各 一 加 Lp (4.6.31) 
be 2 
ep= 所 jp (4.6.32) 
ep 实际 上 是 粒子 从 费 米 面 算 起 的 动能 . 再 令 
hp 三 2 VoprXp'; 入 = > Vop' (4.6.33) 
pa 


将 (4.6.30) 式 、(4.6.31) 式 、(4.6.32) 式 及 (4.6.33) 式 , 代入 (4.6.28) 式 和 (4.6.26) 式 
可 将 哈密 顿 量 写成 


应 = (epati dpt + epatp_ dp— 
万 
+ ApGti dp + Aplp- p+)— DASxp 
了 芝 


= H',- DAsx, (4.6.34) 
p p 
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第 四 项 为 C 数 , 第 二 , 第 三 项 为 非 对 角 的 , 幸运 的 是 第 二 及 第 三 项 在 4 为 实数 的 
条 件 下 , 系数 完全 相同 ; 变换 式 (4.6.35) 的 系数 u,v 除了 已 设 定 的 条 件 (4:6.36) 
外 , 可 令 其 满足 另 一 条 件 , 即 第 二 及 第 三 项 系数 为 0 的 条 件 : 


2epupdp + Ap(W? — 2) = 0, (4.6.40) 
哈密 顿 量 (4.6.34) 中 的 下 ,成 为 
DD =[ep (2 — 2) — 2Apupvp](No jpo + 517p1) 
+ (2ep%2 十 24pupup). (4.6.41) 


现在 的 哈密 顿 量 已 经 对 角 化 .(4.6.35) 式 及 (4.6.40) 式 是 决定 wpvwp 的 两 个 方程 ， 
令 


Up = CosXp， Vp = SinXp, (4.6.42) 


(4.6.42) 式 满足 条 件 (4.6.35) 式 , 将 (4.6.42) 式 代入 (4.6.40) 式 即 可 解 出 wp 及 wv. 
为 了 应 用 方便 , 可 不 必 直 接 解 出 wp 及 wp, 而 由 (4.6.42) 式 得 


1 一 C2 = cos2xp, (4.6.43) 
2upvp = Sin2xp. 
代入 (4.6.40) 式 , 有 


cpsin2Xp + Apcos2Xp = 0， 


tan2Xp = 一 Ap/cp， (4.6.44) 
Ep 人 
cos2Xp = (4.6.45) 
E2 + A2 
Vsp Sp 
By (4.6.46) 
p= /Er i 
ez 
pp 
. Ep 
ja 
sin Xp = 3 总 ) (4.6.47) 
2 es + 42 


有 了 这 些 结果 可 将 (4.6.41) 式 写成 


HB'= Et) Bibape = Eot+)) Epipo, 048) 
pa pa 
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其 中 ， 


Eo= 5 (2ep 吧 +24pupup) 一 4pxp 
Pp S 
=-D(B, -ep) -2 Apxp (4.6.49) 
了 Pp 


是 体系 共 态 能 景 ; 而 
Bp =ep(u2 — V2) —2Apupvp = /2 + A2. (4.6.50) 


由 于 计 及 当 为 元 激发 的 产生 及 汰 没 算 符 , 故 忆 , 是 元 激发 的 能 谱 , B, 与 自 施 无 关 . 
当 粒 子 处 于 基态 时 , 有 ep = 0, 但 此 时 Ap 关 0, 即 B, 六 0, 4p 就 是 元 激发 的 能 隙 . 
这 种 能 谱 符合 朗 道 的 超 流 性 判 据 , 因此 带 有 弱 吸 引力 的 费 米 气体 有 超 流 性 . 前 面 已 
指出 , 这 种 吸引 力 使 两 个 动 基 及 自 旋 相反 的 粒子 形成 Cooper 对 , 当 我 们 激发 粒子 
时 , 要 破坏 Cooper 对 , 就 需要 一 定 能 基 , 这 就 是 形成 能 承 的 原因 . 

襄 ,s 是 元 激发 的 粒子 数 算 符 , 元 激发 服从 费 米 统计 , 自然 有 


> 1 1 BE 
(hpo) = BE 一 一 了 人 一 tanh Te ) (4.6.51) 
em +1 2 2 


在 无 外 场 情 况 下 , EB, 与 自 旋 无 关 , 显然 元 激发 的 分 布 亦 与 自 旋 无 关 , 可 以 写成 
(po) = 襄 。， 
下 面 我 们 来 导出 能 隙 函数 An 所 满足 的 方程 , 由 (4.6.29) 式 
Xp = (Ht 》 
= (up 和 1 — Vp I$o) (Up po + Vp)). (4.6.52) 
在 元 激发 的 占有 数 表象 中 , 有 
(Oo 和) =0; (Fpijpo) = 0. 
所 以 由 (4.6.52) 式 得 
Xp = Upvp (Hp1I$1) — pvp (Hopo) 


= 一 7 六-tanh 一 . (4.6.53) 


由 能 辽 函 数 的 定义 , (4.6.33) 式 为 
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4p = 从 总 Xp 
BE, 
1 Pp 
有 > 也 五 tanh 加 
p 
WW 4r 了 十 4 
= h .6. 
本 > A DKT (4.6.54) 
Pp’ 也 Pp 
2 -pn|<AB 


(4.6.54) 式 最 后 一 步 用 了 近似 式 (4.6.27).(4.6.54) 式 即 能 隙 所 满足 的 方程 , 注意 
到 (4.6.54) 式 等 号 右边 对 p' 求 和 后 与 p' 无 关 , 而 p' 与 p 对 称 ,所 以 4A。 与 了 无 关 ， 
可 将 能 隙 方程 表示 成 


网 
A -{ 4), 当天 一 AB (4.6.55) 
0， 其 他 . 
将 (4.6.55) 式 代 入 (4.6.54) 式 , 得 
I Ez + AIT 靖 
0 2 > i py 


将 上 式 求 和 换 成 积分 : 


Ww tanh& \/e2 + A2(T) 
Wm /NV Ne)de 
2 24， VB+4(T) 


Ae 
2 
a w/ EE 8 Yen aT N(e)de = 1, (4.6.56) 


其 中 N(e) 为 能 态 密 度 , 积分 区 域 限制 在 As 的 范围 内 , 即 在 费 米 面 附近 , 故 可 近似 
地 用 费 米 面 上 的 态 密度 来 代替 N(e): 


N(e) ~ N(0) = Ds 


将 (4.6.56) 式 写成 


N(0)Vo StanhgVE+A 1 (4.6.57) 
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这 就 是 BCS 的 能 隙 方程 , 它 决定 了 能 隙 与 了 的 依赖 关系 . 这 是 非 线性 积分 方 
程 , 一 般 情 况 只 能 用 数值 解 . 分 析 一 种 特殊 情况 , 即 7 =0K 时 的 能 际 4(0), 利用 近 
似 式 : 


当 T 一 0K 有 : 
Ex 
tanh 引 一 1 
N ow J ~ N(0)Vosinh™! 区 =1, 
Ae 1 1 四 
篇 -了 血 = zw- Ga 本 ran) 
当 相 互 作用 很 弱 时 , N(0)Vo < 1， 
As 、1e-mdm 
De 
所 以 得 
A(0) = 2Aee- mw. (4.6.58) 


让 体系 从 超 导 相 转变 到 正常 相 的 临界 温度 为 Ye， 可 以 通过 数值 计算 得 到 了 一 
0 及 了 一 Te 一 0 时 4(7) 的 渐 近 行为 : 


AT) _ J2xkT _ 四 
ro] i 人 0 seme ), T = 0 时 ; (4.6.59) 


1/2 
和 估 -ra( -元 ) ， 了 一 加 一 0 时 (4.6.60) 


47)4(0) 


此 结果 可 用 图 4.6.1 来 表示 , 在 相 
变 理论 中 , 4(T) 就 是 序 参 量 ，(4.6.60) 1 
式 中 指数 1/2 即 为 临界 指数 5. 

由 于 在 了 > Tc 能 谱 将 从 元 激发 
能 谱 回 到 正常 能 谱 , 也 就 是 


A(Te) = 


用 这 一 点 , 可 以 定 出 超 导 的 临界 温度 . 0 1— /7 
由 (4.6.57) 式 可 得 图 4.6.1 能 院 曲 线 
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As tanhi, 
1= N(0)Wo 站 tanhzbe 
0 e 
#8Ae 
= N(0)W / ”bw 
0 也 
= N(0)Voln(1.138.Ae). 


所 以 ， 
kTo = 1.13Ace-IN(O)w. (4.6.61) 


对 超导体 , 弱 引 力 来 自 于 电子 - 声 子 - 电 子 相互 作用 , 能 基 范 围 A e 可 由 德 拜 
频率 决定 , Ae ~ fiwp. 由 于 wp ~ 1/VM(M 为 离子 质量 ), 故 有 Te ~ 1/VM, 这 就 
解释 了 超 导 中 的 同位 素 效 应 . 由 (4.6.58) 式 及 (4.6.61) 式 得 

40) _ 
TI 


绝对 零度 时 的 能 际 与 临界 温度 之 比 是 一 个 与 材料 性 质 无 关 的 普 适 常数 , 这 一 关 
系 已 为 弱 耦 合 超导体 的 实验 结果 所 证 实 ， 

最 后 我 们 来 分 析 一 下 在 临界 点 时 的 比 热 . 当 温度 很 低 时 , 元 激发 数量 不 太 多 , 超 
流体 可 以 看 成 是 元 激发 组 成 的 理想 费 米 气体 , 其 炳 为 


5 = kD ,ln + (1 一 名,o)ln(1 一 各,o)] 
了 


1.77. 


= 一》 所 pln5 十 (1 一 讽 ,)in(1 一 先 ,)]. (4.6.62) 
了 
超 流 相 的 比 热 为 
05 05 
A) 
= -2k82 》、 灵台 (4.6.63) 
了 


由 于 元 除了 直接 依赖 于 温度 外 , 还 通过 瓦 ( 即 通过 4(Z)) 与 温度 有 关 , 所 以 


i, = (6, BE, (6)), 
On, 6 和 他 二 2 


芯 - 醒 (了 了 (4.6.64) 


Bp 3 本 08 
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(4.6.63) 式 成 为 


2 opp 5 on (pe + 0304 4 
Cvs= 260 2 36 (s + ) (4.6.65) 

当 人 TT 一 Te 时 4(Tc) 一 0, 有 妃 , ~ ej,, 体系 的 能 谱 回 到 理想 费 米 气体 , 故 
(4.6.65) 式 中 第 一 项 在 Tc 为 连续 的 , 而 第 二 项 由 于 4 本 身 在 Te 连续 , 但 其 导数 为 
不 连续 , 使 比 热 Cv 为 不 连续 . 在 Tc 附近 , 用 理想 气体 分 布 元 , 代 蔡 讽 ,, 得 


ovs = -2 | + 全 入) T—T0-0, 
Cv, = -2k6》、 站 To>Tc+0. 
了 
得 比 热 聊 变 为 
| 4Cv = > ( 黎 )， 灾 


= ( 签 ) [vee 


其 中 N(e) 为 态 密 度 , 在 温度 很 低 时 有 


On(e) 
Be —6(e). 
最 后 可 得 
OA? 
Acyv = -( 往 ), "0 > 0. (4.6.66) 


用 (4.6.60) 式 代 入 (4.6.66) 式 , 可 得 
ACv 的 值 , 图 4.6.2 给 出 Cy 曲线 , 当下 > 
Tc 时 , 弱 吸 引 的 费 米 气体 与 理想 气体 相同 ， 
Cv 与 工 成 正比 , 在 T= Te 处 产生 相 变 , 比 
热 有 路 变 , 属 二 级 相 变 . 


图 4.6.2 Cv 曲线 、 
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低温 下 的 液 ?He 被 称 为 靶子 费 米 液体 , 有 时 也 将 相互 作用 的 简 并 性 费 米 体 系 
称 为 量子 费 米 液体 , 例如 金属 中 的 电子 气 等 . 处 在 正常 相 的 费 米 液体 的 唯 象 理论 , 是 
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在 50 年 代 由 朗 道 24 建立 起 来 的 , 他 讨论 的 是 电子 性 的 ( 液 3He) 费 米 体系 , 以 后 
由 Silinf435] 推广 到 带电 粒子 组 成 的 费 米 体系 (金属 中 的 电子 ). 本 节 主 要 介绍 朗 道 
理论 . 有 关 量 子 液体 的 一 般 理论 可 参看 Pines 和 Nozieresi4.16|] 的 论文 . 

朗 道 的 理论 是 一 种 唯 象 理论 , 它 建立 在 一 些 基本 假设 的 基础 上 , 理论 中 引入 了 
一 些 由 实验 决定 的 唯 象 参 数 . 

朗 道 的 第 一 个 假设 是 可 以 用 类 似 理想 费 米 气体 的 能 谱 来 构造 量子 液体 的 费 米 
型 能 谱 . 

理想 费 米 气体 的 基态 是 动量 p < ps 的 所 有 单 粒 子 态 都 被 填 满 , 而 p > ps 的 所 
有 态 都 空 着 . 体系 的 低 激 发 态 相应 于 有 少量 粒子 从 p < ps 的 状态 被 激发 到 p > ps 
的 状态 , pr 为 费 米 动量 , 与 粒子 的 密度 有 关 , 对 自 旋 为 1/2 的 粒子 , 可 表示 为 


pe = ji(3r2N/V)I3 (4.7.1) 


在 液体 中 , 不 能 讨论 个 别 粒子 的 量子 态 , 但 朗 道 假定 从 气态 过 渡 到 液态 , 粒子 间 

的 相互 作用 是 逐渐 加 上 去 的 , 当 发 生 从 气态 到 液态 的 转变 时 , 能 级 的 分 类 保持 不 变 ， 

但 要 用 液体 中 的 元 激发 (也 称 准 粒子 ) 来 代替 气体 粒子 . 对 均匀 系 来 说 , 准 粒 子 的 基 

子 态 仍然 用 量子 数 (p,o) 来 描述 , 亦 同样 服从 费 米 统计 , 且 准 粒子 的 数目 等 于 液体 

中 的 实际 粒子 数 ， 

按照 这 一 假设 , 可 形成 这 样 一 个 图 像 ， 费 米 液体 的 基态 相当 于 准 粒子 填 满 费 米 

” 球 , 费 米 球 半径 pe 仍 由 (4.7.1) 式 表示 , 但 此 时 式 中 的 密度 应 为 液体 的 实际 密度 . 当 

有 少数 准 粒 子 从 p < Pr 的 态 激发 到 p > ps 的 态 , 形成 了 液体 的 低 激 发 态 . 先 考虑 

与 自 旋 无 关 的 情况 , 每 个 准 粒子 有 确定 的 动量 p, 与 理想 气体 类 似 , 可 以 引进 准 粒子 
的 分 布 函数 n(p), 满足 条 件 : 

f nwar 过 (4.7.2) 


其 中 dr = 2d3p/h3, 因子 2 来 自 于 自 旋 的 简 并 态 . 有 了 分 布 函数 可 以 决定 液体 
的 总 能 基 , 但 要 注意 的 是 总 能 量 妃 不 是 由 准 粒子 能 量 e(p) 简单 求 和 给 出 , 其 原因 在 
于 准 粒 子 之 间 有 相互 作用 , 计算 液体 总 能 其 时 , 必须 将 这 些 相互 作用 考虑 进去 ， 因 
此 朗 道 作 了 第 二 个 假设 : 准 粒子 之 间 的 相互 作用 可 以 用 某 种 平均 场 来 描述 , 即 每 个 
准 粒子 都 受到 周围 其 他 准 粒 子 所 产生 的 平均 场 的 作用 , 这 种 场 与 周围 其 他 准 粒 子 的 
状态 有 关 , 也 就 是 与 分 布 有 关 . 容易 想到 体系 能 量 已 不 再 是 个 别 准 粒子 能 量 e(p) 之 
和 , 而 是 粒子 分 布 函数 n(p) 的 证 函 . 在 数学 上 可 以 这 样 表示 , 由 于 分 布 函数 的 微小 
改变 jn 将 会 引起 体系 总 能 量 的 改变 55, 因而 准 粒 子 能 量 e(p) 由 下 式 定义 ， 


6B=V / e(p)5n(pjdr (4.7.3) 
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(4.7.3) 式 可 用 泛 函 微 数 分 来 表示 : 
Wi 
a(p) 本 身 也 是 分 布 函数 的 泛 函 . 
下 面 我 们 导出 分 布 函数 n(p) 与 能 基 e(p) 之 间 的 关系 , 由 朗 道 假设 , 液体 的 能 
级 和 理想 气体 的 能 级 之 间 存在 一 一 对 应 关系 , 因而 液体 的 箭 应 与 理想 气体 有 相同 的 
形式 : 


(4.7.4) 


己 -Vv /mn + (1— min(l — n)ldr, (4.7.5) 
在 保持 准 粒子 总 数 及 总 能 量 不 变 的 条 件 下 ， 
N/V = snar =0, 


学 = /eonar =0. 


求 炉 的 变 分 极 值 , 得 


1 
n(p) = Tp (4.7.6) 


这 就 是 准 粒子 的 平衡 分 布 函数 , 其 中 / 为 费 米 液体 的 化 学 势 .(4.7.6) 式 形式 上 
与 理想 气体 的 费 米 分 布 相似 , 但 e(p) 本 身 是 n(p) 的 泛 函 数 , 因此 这 个 公式 仅 给 出 
n 函数 的 一 个 隐 含 的 可 能 是 非常 复杂 的 关系 式 . 用 no(p),eo(p) 和 po 表示 T =0K 
时 的 相应 各 最, 则 no?(p) 为 阶 唉 函数 , 而 化 学 势 jwo 正 是 费 米 能 级 


er = ho = er(pe) 
eo(p) 即 是 OK 时 准 粒子 的 能 量 , 在 eo(p) 为 阶 跃 函数 的 条 件 下 , so(p) 简单 地 变 成 了 
的 确定 的 函数 . 当 p s Pr 时 , so(p) 可 以 表示 成 (p - pr) 的 每 级 数 形式 : 
eV(p) — po ~ vp(p — Pr) (4.7.7) 


vs 表示 费 米面 上 准 粒子 的 “速度 ”, ws = |ush， 
i £2 
人 ( Op 凡 
在 理想 气体 中 w = ps /m, 对 费 米 液 体 , 可 以 类 似 的 定义 准 粒子 的 有 效 质量 m*: 


,8 


De 
pk (4.7.8) 
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可 以 用 m* 表示 出 4 及 et: 
Ho = PE/2m”, (4.7.9) 
ep)=p/2m’, (ppr). (4.7.10) 
准 粒子 的 有 效 质量 m* 也 直接 决定 了 了 ~0K 时 费 米 液体 的 炉 和 比 热 . 因为 此 
时 n(p) smo(p) = OF 一 p),po 及 -<9 可 由 (4.7.9) 式 及 (4.7.10) 式 表示 , 结果 Cv 
和 5 的 公式 与 理想 费 米 气体 相同 , 只 需 将 m 换 成 m* 即 可 ， 


上 3 学 图 Eirale), (4.7.11) 
其 中 
ale) = 的 二 (4.7.12) 
是 准 粒子 在 费 米面 附近 的 态 密度 . 


也 可 以 从 另 一 种 角度 来 看 一 下 参数 m*, 这 是 由 Brueck 和 Gammell417 导出 的 ， 
他 们 得 到 


I 

这 一 式 子 表达 的 基本 意思 是 对 具有 p 必 pp 的 准 粒 子 , 在 液体 中 粒子 间 相 互 作 
用 引起 对 s(p) 的 修正 是 V(p), 这 个 修正 基 可 以 用 一 个 常数 来 代 将 , 而 动能 p?/2m 
可 以 用 同一 个 类 似 的 表达 式 来 表示 , 只 需 将 其 中 粒子 质 基 m 用 准 粒子 的 有 效 质 基 
m* 代 换 即 可 ， 

准 粒子 的 有 效 质量 m* 是 朗 道理 论 中 引入 的 一 个 重要 参量 , 它 可 以 由 比 热 的 实 
验 值 通 过 (4.7.11) 式 决定 , 对 3He 得 到 m* =3.1 (3He)m. 

当 了 #0K 但 仍然 是 很 低温 度 时, 分 布 函 数 不 再 是 阶 路 函数 , 而 是 会 有 一 个 小 的 
偏离 bn,6n 是 个 小 基 , 且 只 在 Ps pr 附近 才 显著 不 为 0, 可 表示 成 


65n(p) = n(p) — n°(p). (4.7.13) 
准 粒子 能 量 e(p) 相对 于 so(p) 的 变化 可 表示 成 in 的 线性 证 函 的 形式 , 即 . 
6e = el(p) 一 co(p) 
= 六 f(p,p)in(p )dr’. (4.7.14a) 
其 中 fp,Pp') 是 朗 道理 论 引 入 的 另 一 个 基 , 在 费 米 液体 理论 中 起 着 重要 的 作用 , 对 
理想 气体 有 f = 0, 将 (4.7.14) 式 改写 成 
e(p) = co0(p) + de 
= er(p)+ / flpyp 5n(p )ar’. (4.7.14b) 


pp pp 
Ee(pEpF) = pe +V(p)= py + const. 
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将 (4.7.14b) 式 代 入 (4.7.3) 式 得 到 总 能 量 的 表示 式 精确 到 gm 的 二 级 为 
6E/V = / ed(p)6n(p)dr + = /em )6n(p)5n(P 人 (4.7.15) 


(4.7.15) 式 的 一 阶 变 分 导数 即 (4.7.14') 式 , 而 二 阶 变 分 导数 为 f 函数 ， 


02(6E/V) 
O(n(p)) = Ftp, pon(p MD) 
由 于 求 导 次 序 可 变换 , 故 有 
fl(p,p’) = f(p', Pp). 

(4.7.15) 式 的 第 一 项 表示 了 单独 的 准 粒子 的 能 其, 第 二 项 则 表示 了 准 粒子 之 问 
的 有 效 相互 作用 , 因而 f 也 称 为 准 粒 子 的 相互 作用 函数 ， 一般 来 说 , 准 粒子 的 相互 
作用 函数 不 但 与 动 二 有 关 , 且 也 依赖 于 自 旋 , 这 里 暂时 略 去 /与 自 施 的 关系 . 

下 面 我 们 导出 mn 与 m* 之 间 的 关系 . 

当 体系 不 存在 外 力 时 , 流体 单位 体积 的 动 世 应 等 于 质量 通 二 , 而 单位 体积 的 动 
基 可 表示 成 

f pntpyar. 


液体 的 质 基 通 其 应 该 用 实际 粒子 质量 乘 实际 粒子 通 基 得 到 , 考虑 到 液体 的 实际 
粒子 数 与 准 粒子 数 相同 , 即 实际 粒子 通 二 应 与 准 粒子 通 量 相同 , 故 液体 的 质 世 通 二 
可 以 用 实际 粒子 质量 乘 准 粒子 通 其 得 到 , 可 表示 成 


m Bntp )dr, 


/ pntpjdr = m Ep)dr (4.7.17) 
对 (4.7.17) 式 取 变 分 , 利用 (4.7.14) 式 , 得 
/ pbn(p)dr = mh 大 ntp)ar 
+m / / nlp)ontp arar. (4.7.18) 


对 (4.7.18) 式 等 号 右边 第 二 项 作 分 部 积分 , 可 化 成 


可 得 到 


mf ft,0) Bsn(p Yarar’. 


让 了 与 p' 交换 , 注意 到 f(p,p') = f(p')p) 得 
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"ff (pS én(p)drdr’. 


(4.7.18) 式 成 为 
/ponar = mf 六 onar 
-m/f (p, p) a 2 Dandrdr', (4.7.19) 
因为 in 是 任意 的 , 故 得 
卫 三 8 起 = -/ fl(p, p’) 时 加 Span. (4.7.20) 
将 这 结果 用 于 p pF 的 准 粒 子 , 分 布 函 数 用 阶 路 函数 来 代 禁 , 有 
各 -So 一 PF)， 


然后 将 上 式 代入 (4.7.20) 式 , 其 中 上 用 eo 代 炉 , 得 
三 = 区 .2+ /x (oP) ity - — pr)dr’, 


上 式 两 边 点 乘 p, 令 p = pr, 函数 了/ 中 p=p' = pr， 注意 到 对 各 向 同性 液体 ， j 只 与 
Pp 及 p' 间 夹 角 9 有 关 , 对 p' 积分 后 得 


二 = 元 地 + Tjcos, (4.7.21) 
其 中 ， 
FOjcos0 = 元 / jb)cosgd0， (dn = singd0dyp). 
是 方位 平均 . 令 we 
委 久 1(0) = PF(0), 
从 而 (4.7.21) 式 成 为 


2 = 1+ F(O)cosd. (4.7.22) 


由 于 F(9) 只 是 9 的 函数 , 可 用 勒 让 德 多 项 式 展开 : 


F(0) = > RiRi(cos0). 
1 
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其 中 五 为 展开 系数 , 称 平均 场 参数 . 由 于 只 的 正 交 性 , 将 上 式 代入 (4.7.22) 式 ， 
最 后 得 


到 =1+ 了 (4.7.23) 
(4.7.23) 式 就 是 我 们 要 导出 的 m 与 m* 之 间 的 关系 . 
现在 我 们 推导 在 绝对 零度 时 声速 的 公式 . 由 于 在 了 =0K 时 5 = 0, 不 必 区 分 绝 
热 压缩 或 等 温 压缩 . 由 热力 学 第 一 定律 : 
2 OP a V? /op 
Tap OmN/V) my (¥), 


ur (4.7.24) 


可 以 将 (4.7.24) 式 右 边 用 化 学 势 来 表示 . 由 于 jo 是 强度 量 , 只 通过 N/V 依赖 于 V 
和 V, 即 po = po(N/V), 因 而 


区 ,于 ),- 民 


Ouo\) /ON/VDY NN 
BV A OV AN HAoTV5， 


因此 
ao -_ 世 (au 
(器),= 于 ( 啤 )、 
再 利用 公式 : 
Nduo = VdP, 
OP\Y _NfaiN __N? /Ou 
(多 ) -区 称 ) =- 名 (路 )。 
从 而 可 得 声速 的 表示 式 : 
一 中 (路 ) ， (4.7.25) 

由 于 /no = e?(pF) = sF, 系统 内 总 粒子 数 变化 5N 所 引起 的 51o 变化 为 

spo = Pipe + | ftp,p)ntp yar’, (4.7.26) 


二 显然 其 中 右边 第 一 项 是 来 自 于 总 粒子 数 变化 引起 的 pe 的 变化 , 第 二 项 则 是 由 N 变 
化 引起 in 的 变化 , 当 Y 固定 时 , 由 (4.7.1) 式 可 有 


“194 第 4 章 。 元 激发 方法 


即 
Oer gs = DE SN (4.7.27) 


由 于 (4.7.26) 式 中 对 了 的 积分 , 只 有 当 p' spF 时 才 有 意义 , 因为 只 有 在 这 种 情况 
下 jn(p/) 才 显 著 的 不 为 0, 于 是 写 出 


ep)inlp)ar ~ /i )dp /lodr 
- 冶 /i 0 (4.7.28) 
将 (4.7.27) 式 、(4.7.28) 式 代入 (4.7.26) 式 , 求 得 
On 
(路 ),- 一 了 + )dm， 


代入 (4.7.25) 式 并 利用 (4.7.1) 式 得 


2 3 
2 _PF pF 一 
SS + 3mm2h3 {00) 


3mm* 
2 4 
PR Mm PF 一 
= E + 圳 入 7 可 | (4.7.29) 


可 以 将 (4.7.29) 式 用 平均 场 参数 下 来 表示 : 


= 各 er ll + FO). 


注意 到 F(9) = i, 最 后 得 ， 
二 二 寺 Fo 7 
= 十 页 /3 Bm 人 


已 知 (4.7.30) 式 中 成 /3m? 是 T=0K 时 理想 费 米 气体 的 声速 ,前 面 的 系数 则 可 以 看 
成 是 费 米 液体 中 粒子 相互 作用 引起 的 修正 . 

将 朗 道 理论 应 用 于 液 ?He 时 , 理论 与 实验 结果 的 比较 说 明 在 温度 为 100mK 到 
3mK 之 间 , 朗 道理 论 是 成 功 的 ; 当 温 度 低 于 3mK 时 朗 道 理论 不 再 适用 , 在 了 < 3mK 
时 , ?He 中 出 现 超 流 现象 . 

正如 “He 在 低温 时 会 出 现 超 流 现象 , 人 们 早 就 预期 ?He 在 低温 下 亦 会 出 现 超 
流 ,3He 的 超 流 直到 1971 年 才 被 D.D.Osherof、R.C.Richardson 和 D.M.Leel419 观 
察 到 , 正常 相 与 超 流 相 的 转变 发 生 在 2.6x104Torr 与 2.7x10-3K, 3He 的 超 流 相 不 止 
一 个 , 其 相 变 过 程 比 超 导 复杂 得 多 , 在 本 书 不 作 详 细 讨 论 . 
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相 变 问题 是 一 个 古老 的 课题 , 近 几 十 年 来 相 变 理论 的 发 展 , 使 这 一 问题 的 研究 
重新 成 为 统计 物理 中 十 分 热门 和 十 分 活跃 的 领域 ， 从 各 个 不 同 的 角度 分 类 和 研究 
关 问 题 的 文献 浩如烟海 ， 本 书 不 可 能 包罗 万 象 地 将 所 有 相 变 的 理论 研究 均 包括 
进去 , 我 们 将 只 限于 系统 地 介绍 二 级 相 变 的 各 种 理论 方法 . 以 本 章 内 容 为 基础 ， 有 
兴趣 的 读者 可 以 进一步 阅读 有 关 相 变 问 题 研究 的 近代 文献 . 


51 引言 


相 变 问题 是 统计 物理 学 的 一 个 重要 分 支 , 自 1869 年 T.Andrews 发 现 临界 点 以 
来 , 对 相 变 问题 的 研究 已 经 有 一 百 多 年 的 历史 , 至 今 依然 是 物理 学 研究 中 十 分 活路 
的 领域 之 一 . 

应 用 统计 力学 理论 所 研究 的 各 类 现象 , 可 以 分 成 两 大 类 : 第 一 类 是 可 以 直接 从 
各 微观 组 元 的 能 级 知识 求 得 宏观 系统 的 各 种 热力 学 函数 ， 前 面 各 章 所 讨论 的 各 种 
现象 基本 上 属 这 一 类 ， 其 最 大 特点 是 所 涉及 系统 的 各 种 热力 学 函数 都 是 光滑 的 和 
连续 的 . 然而 ,第 二 类 现象 则 具有 完全 不 同 的 性 质 ， 在 大 多 数 情况 下 , 将 会 遇 到 给 
定 系统 的 热力 学 函数 在 解析 上 的 不 连续 性 和 奇异 性 ， 属 于 这 类 现象 的 就 是 各 级 相 
变 问 题 , 因而 与 相 变现 象 相 联系 的 数学 问题 是 一 个 十 分 困难 的 问题 , 以 致 这 一 领域 
至 今 仍然 是 一 个 充满 难题 从 而 也 是 十 分 令 人 感 兴趣 的 研究 领域 . 

相 变 理论 的 研究 可 以 分 成 三 个 阶段 . 在 1944 年 以 前 为 第 一 阶段 ， 这 一 阶段 主 
要 是 各 种 近似 方法 的 研究 ，1873 年 范 德 瓦 耳 斯 用 分 子 动力 论 讨论 了 液 气相 变 和 临 
界 点 问题 ， 两 年 后 麦克 斯 韦 对 这 一 理论 提出 了 等 面积 法 则 ;1907 年 外 斯 提出 了 顺 
磁 - 铁 磁 相 变 的 分 子 场 理论 ; 1928 年 Gorsky 在 研究 二 元 合金 有 序 - 无 序 相 变 时 引 
进 了 “有 序 度 ”的 概念 , 这 一 思想 为 Bragg-Williams 所 发 展 , 引进 了 “长 程序 ” 的 概 
率 , 并 以 简单 的 数学 得 出 了 能 解释 有 关 实 验 数据 主要 定性 特征 的 结果 . 所 有 这 些 理 
论 研究 ,使 人 们 认识 到 各 种 相 变现 象 的 相似 性 ，1934 年 朗 道 首先 试图 对 二 级 相 变 
提供 统一 描述 ， 提 出 了 朗 道 二 级 相 变 理论 . 以 上 这 些 理论 尽管 具体 形式 不 尽 相 同 ， 
从 总 体 上 看 均 属 平均 场 理论 的 阶段 . 

1944 年 品 萨 格 作 出 的 二 维 伊 辛 模型 的 严格 解 使 对 相 变 理论 的 研究 进入 了 第 二 
阶段 . 昂 萨 格 的 工作 第 一 次 证 明了 从 体系 没有 奇异 性 的 哈密 顿 量 出 发 ,在 热力 学 极 
限 下 ,能 导致 热力 学 函数 的 奇异 性 . 证 明了 在 相 变 点 ， 比 热 不 是 不 连续 ， 而 是 对 数 
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发 散 ; 向 第 一 阶段 的 相 变 理论 提出 了 严重 挑战 . 而 在 20 世纪 50 年 代 由 李 政道 及 杨 
振 宁 提出 的 相 变 理论 (被 称 为 杨 - 李 定 理 ) 揭示 了 相 变 问题 的 本 质 , 提出 了 相 变 产 
生 的 机 制 ， 从 而 使 人 们 对 相 变 问题 的 认识 达到 了 一 个 新 的 深度 . 在 20 世纪 50~60 
年 代 , 由 于 实验 技术 的 发 展 , 积累 了 不 少 实验 资料 , 一 再 发 现 与 平均 场 理 论 的 预言 
有 明显 的 差别 , 为 进一步 深入 的 理论 研究 提供 了 条 件 . 

20 世纪 60 年 代 Widom 的 标 度 理论 唯 象 地 概括 了 临界 现象 的 规律 ,导致 了 相 
变 研究 第 三 阶段 的 开始 , Kadanof 提出 了 标 度 变换 的 概念 , 试图 从 微观 上 说 明 标 度 
理论 , 为 重 正 化 群 理论 的 建立 打下 了 基础 .20 世纪 70 年 代 初 Wilson 把 量子 场 论 中 
的 重 正 化 群 概念 用 到 统计 物理 中 , 建立 了 临界 现象 的 重 正 化 群 理论 , 给 出 了 从 微观 
上 计算 临界 指数 的 系统 方法 ,从 而 将 相 变 的 理论 研究 推 向 新 的 高 峰 . 

在 热力 学 中 已 经 知道 相 变 可 以 按照 系统 的 自由 能 在 相 变 点 的 行为 而 分 成 
不 同 的 级 , 如 果 在 相 变 点 系统 的 自由 能 为 连续 而 其 一 阶 导数 不 连续 , 则 称 为 一 级 相 
变 . 如 果 自 由 能 本 身 及 其 一 阶 导数 为 连续 ， 二 阶 导数 不 连续 则 为 二 级 相 变 , 依 此 类 
推 , 可 以 有 三 级 及 三 级 以 上 的 高 级 相 变 . 

我 们 将 一 级 与 二 级 相 变 的 特点 列 出 来 , 作 一 比较 : 

一 级 相 变 : 

(1) 相 变 时 有 相 变 潜 热 及 体积 变化 . 

(2) 体系 的 宏观 状态 将 发 生 突变 . 

(3) 有 过 热 过 冷 的 亚 稳 态 存在 , 相 变 点 为 两 相 共 存 区 . 

(4) 两 相 均 为 自由 能 极 小 的 状态 , 相 变 点 即 自 由 能 曲线 的 交点 ( 见 图 5.1.1) . 
F 
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一 级 相 变 二 级 相 变 
图 5.1.1 自由 能 曲线 
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二 级 相 变 : 

(1) 产生 相 变 时 没有 相 变 潜 热 及 体积 变化 . 

(2) 体系 在 相 变 前 后 的 宏观 状态 为 连续 变化 ， 而 微观 对 称 性 产生 突变 . 

例如 各 向 同性 的 铁 磁体 中 , 在 相 变 前 具有 三 维 空间 的 全 部 旋转 对 称 , 相 变 后 产 
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生 自发 磁化 , 有 了 一 个 特定 的 磁化 方向 , 立刻 失去 无 穷 多 个 对 称 元 素 , 这 种 现象 也 
"被 称 为 对 称 破 缺 . 而 系统 的 宏观 状态 在 相 变 前 后 始终 保持 连续 的 , 也 正 是 在 这 个 意 
义 上 , 二 级 相 变 也 被 称 为 连续 相 变 . 

(3) 由 于 二 级 相 变 是 微观 对 称 性 的 突变 ,因而 没有 亚 稳 态 , 也 不 可 能 有 两 相 共 


存 区 . 
， (4) 在 相 变 点 自由 能 函数 及 其 一 阶 导 数 为 连续 , 而 二 阶 导数 不 连续 ， 有 奇异 性 、 
( 见 图 5.1.1). 
二 级 相 变 的 相 变 点 亦 称 为 临界 点 , 在 临界 点 附近 , 体系 表现 出 一 系列 新 的 物理 
现象 , 被 称 为 临界 现象 , 所 以 “二 级 相 变 ” 与 “临界 现象 ” 实际 上 指 的 是 同一 件 事 . 
本 章 讨论 的 是 二 级 相 变 . 
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伊 辛 模型 是 研究 铁 磁 相 变 的 简化 模型 ，1925 年 伊 辛 本 人 求解 了 一 维 模 型 ， 证 
明 不 存在 自发 磁化 ， 伊 辛 据 此 作 了 一 些 推测 ， 认 为 在 二 维 情况 下 也 不 会 有 自发 磁 
化 .1936 年 Peierls 证 明了 二 维 伊 辛 模型 确实 有 相 变 ， 伊 辛 的 推测 是 错误 的 , 在 这 一 
时 期 发 展 了 一 系列 相 变 研究 的 近似 方法 ， 本 节 主 要 介绍 伊 辛 模型 的 形式 及 Bragg- 
Williams 近似 . 

一 个 由 六 个 格 点 组 成 ， 其 空间 维 数 为 n(n = 1,2,3) 的 周期 性 排列 的 晶 格 体 
系 ， 每 个 格 点 上 有 一 个 自 旋 si(i = 1 2，…,N)， 其 方向 可 为 向 上 或 向 下 ,分 别 用 值 
si = 士 1 来 表示 ， 自 旋 与 自 旋 之 间 有 相互 作用 ,这 样 的 系统 被 称 为 伊 辛 模型 ， 

一 组 给 定 的 数 {si} 的 集合 , 称 为 系统 的 一 个 组 态 . 也 就 是 体系 的 一 个 状态 , 当 
考虑 自 旋 之 间 只 有 近邻 相互 作用 , 耦合 常数 ,7 与 格 点 位 置 无 关 , 给 定 一 个 组 态 {s 寺 
时 , 系统 的 哈密 顿 节 为 


N 
His} =— DJsis; -1B Ds (5.2.1) 
( 纷 i 计 1 
其 中 (ij) 表示 近邻 对 , 即 第 i 个 格 点 与 第 j 个 格 点 互 为 近邻 , 求 和 是 对 一 切 可 能 的 
近邻 对 进行 . 耦合 常数 7 > 0 代表 铁 磁 体 ,J < 0 描述 反 铁 磁体 , 妃 为 外 磁场 , /为 

自 旋 磁 矩 . 下 面 我 们 只 考虑 J > 0 的 情况 . 

对 这 样 的 系统 ， 配 分 函数 为 
2Z(T,B)= DD er 人 = De hr. (5.2.2) 
a1 SN {7} 

由 于 每 个 自 旋 si 可 独立 地 取 值 +1 或 -1， 系统 将 有 2 个 状态 , 求 和 遍及 一 切 可 
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为 了 近似 计算 配 分 函数 , 定义 下 述 量 : 

N+= 向 上 的 自 旋 个 数 ; 

-= 向 下 的 自 旋 个 数 ; 

N++= 两 个 自 旋 均 向 上 的 近邻 对 数 ; 

N--= 两 个 自 旋 均 向 下 的 近邻 对 数 ; 

N+-= 一 个 自 旋 向 上 一 个 自 旋 向 下 的 近邻 对 数 . 
显然 , 在 这 五 个 变 基 中 , 存在 下 述 三 个 关系 式 : 


N+:+N- =N, 3 (5.2.3) 
gqN+ = 2N++ + N+-, (5.2.4) 
qN_ =2N-- +N+-. "(5.2.5) 


(5.2.4) 及 (5.2.5) 式 中 4 表示 近邻 格 点 数 即 配 
位 数 , 其 中 (5.2.3) 式 是 明显 的 . 对 (5.2.4) 式 及 
(5.2.5) 式 可 以 这 样 理解: 对 一 个 给 定 的 自 旋 分 
布 , 从 每 个 自 施 向 上 的 格 点 出 发 , 向 它 的 每 一 
个 近邻 格 点 划一 条 线 , 对 配 位 数 为 9 的 晶 格 ,总 
共有 4N+ 条 线 , 从 另 一 个 角度 来 看 , 在 一 个 自 
旋 向 上 的 近邻 对 中 间 有 两 条 线 , 向 下 的 近邻 对 
中 间 没 有 线 , 而 一 个 向 上 一 个 向 下 的 近邻 对 中 
间 有 一 条 线 , 所 以 线 的 总 数 为 2Ni4 + N+ (图 
5.2.1 画 出 了 9 = 4 的 情况 )， 对 一 个 给 定 的 自 
国 没 2 旋 分 布 , 线 的 总 数 应 该 相等 , 所 以 有 (5.2.4) 式 . 

同 理 , 如 果 我 们 从 向 下 的 自 施 出 发 划 线 , 即 可 得 (5.2.5) 式 . 
由 此 , 在 五 个 变量 中 , 只 有 两 个 是 独立 的 , 我 们 取 N+ 及 N++ 为 独立 变数 ,得 


N_=N-N, 
N+- = gqN+ —2N++, 


N--= N+ N++ —gN+. 


用 这 结果 , 可 将 哈密 顿 量 中 求 和 项 改写 成 如 下 形式 : 


Dsis; =N+i+r+N--—-Ni+- 
(i7) 
=4Ni+ —2gN++ gn, (5.2.6) 
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> ss=N-NC=2N 一 人. (5.2.7) 
所 以 
Men). HON Net) 
= -4JNH+ +2gJN+ 一 BN — BN: - N), (5.2.8) 
2= pb g9(N+, N++)exp[-BH(N+, N++)], (5.2.9) 
(N+ N++) 


其 中 9(N+N++) 是 给 定 一 组 (N4, N++) 值 时 的 系统 的 状态 数 , 求 和 只 对 Ny, N+ 
的 可 能 值 进行 , 由 于 g(N+, N++) 是 一 个 很 复杂 的 函数 ，(5.2.9) 式 的 严格 计算 依然 
很 难 进行 . 从 (5.2.9) 式 可 以 看 出 ， 系 统 的 配 分 函数 与 自 旋 分 布 的 细节 无 关 ， 只 与 
N+,N++ 两 个 最 有关, 这 两 个 变数 是 自 旋 分 布 的 整体 图 像 的 表征 . 从 而 也 说 明 相 变 
是 体系 集体 行为 的 一 种 表现 . 这 一 分 析 , 为 我 们 下 一 步 要 作 的 近似 提供 了 一 个 可 能 
途径 . 引进 二 个 参量 人 及 5. 

定义 : 


(5.2.10) 


当 C=1:N+ = ,全 部 自 旋 向 上 ; 
L=-1:N- = 入 金 部 自 施 向 下 ; 
£=0:N+=N-=3N, 表示 系统 有 一 半 自 旋 向 上 ， 另 一 半 向 下 . 因而 值 
的 大 小 反映 了 英 个 系统 中 向 上 (或 向 下 ) 自 旋 的 个 数 ， 这 正 是 反映 了 体系 的 整体 特 
性 , L 被 称 为 长 程序 参 基 . 
由 /的 定义 , 可 得 


N+= Fl +L), (5.2.11) 
A ¥0 一 (5.2.12) 
M=(N:—N)n= NAC. (5.2.13) 


可 见长 程序 参 革 的 平均 值 直接 与 系统 的 磁化 强度 有 关 

男 一 方面 34N 在 忽略 边界 效应 的 条 件 下 表示 系统 中 所 有 各 种 可 能 自 旋 对 总 
数 , 则 Net/daN 表示 向 上 自 旋 对 在 系统 的 自 旋 对 总 数 中 所 占 的 比例 , 换言之 , 就 
是 表示 了 当 一 个 给 定格 点 的 自 旋 是 向 上 时 , 其 近邻 格 点 自 旋 亦 为 向 上 的 概率 , 这 是 
表示 了 近邻 格 点 之 间 的 相关 , 所 以 5 被 称 为 短程 序 参 量 . 
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将 哈密 顿 量 五 用 人 及 5 来 表示 : 
Ds=2N: -N= NL, (5.2.14) 
和 ssj= SN(2S —2L+1). (5.2.15) 
动 
所 以 
H(N#, N44)= H(L,S)= -Yor(2s —2L+1) -nHNL. (5.2.16) 
Bragg-Williams 近似 是 假设 ， 
2 
下 二 (车 ) ， (5.2.17) 
aNg 
或 表示 成 
S~3(L+1) 1. (5.2.18) 


在 这 近似 式 中 ,好 是 表示 系统 中 任 一 格 点 的 自 施 为 向 上 的 概率 ,在 艇 个 系统 自 
放 取 向 完全 随机 的 条 件 下，《 +.( 2 ) 表示 了 当 任 一 格 点 的 自 施 向 上 时 ,其 近 包 
格 点 自 旋 亦 向 上 的 概率 . 因此 这 近 人 实质 上 是 完全 忽 咯 了 近邻 自 施 之 间 的 相关 而 
看 成 是 完全 随机 的 , 用 系统 的 长 程序 来 表示 其 短程 序 亦 被 称 为 “无 规 相 近似 ”。 

在 现在 的 近似 下 ,我 们 研究 的 系统 是 由 2N(1+ £) 个 向 上 自 施 及 卫 NGL - 忆 
个 向 下 自 施 所 组 成 , 这 些 自 施 以 完全 随机 的 方式 分 布 在 N 个 格 点 上 ,因而 有 


» _1l /ltZL\’ 
m+ =jan (Se) ， 


1 1=- EN 
A 59V (Ss) 
1+£\/1-£ 
R= (3) (与 
由 此 可 得 一 个 表征 了 无 规 相近 似 的 特征 的 表示 式 ， 
及 + 六 -1 
薪 - = (5.2.19) 
在 Bragg-Williams 近似 下 ,系统 的 哈密 顿 量 为 


H(L) = 二 37C2 一 PENC (5.2.20) 
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近似 


“201 . 


当 给 定 C 值 即 给 定 N+ 值 时 ,系统 自 旋 状 态 的 简 并 度 可 由 排列 数 给 出 


9(C) = 9(N+)= 


NI 
NN NI)! 
N! 


! 
如 -AH(L) 


系统 的 配 分 函数 是 
+1. 
妆 > g(L)e-H(O/RT 
£L=-1 
+1 
-过 
一 一 1 上 3 (1 十 


可 wa 过 ol 


当 N 一 co 时 ,2 的 对 数 可 用 求 和 式 中 最 大 项 的 对 数 来 代 蔡 ， 即 


1 1 
NZ 入 六 InQ(C)max 


用 Sterling 公式 , 得 


1 1 1+C 1+C 1-L 
Neto) =8 (jac + nac) -于 22- 与 人 5 
令 £ 是 使 InQ 为 极 大 时 的 £ 值 : 

站 ImQ(c )=N|B(aIL + 4B) — jini ba + = 


£=tanh ( 皖 哇 名 人 


kT 


对 这 方程 我 们 分 开 不 同 的 情况 进行 讨论 ， 


(1) 当 外 场 B=0 时 : 


这 是 一 个 超越 方程 , 可 


的 曲线 , 其 交点 即 为 方程 的 解 ( 见 
由 图 5.2.2 可 看 出 : 


[以 用 图 解法 求解 , 画 出 FLC) = 尼 


£ =tanh ( 抑 ): 


图 5.2.2) . 


=》 Q(C) 
Lc 


(5.2.21) 


(5.2.22a) 


(5.2.23a) 


(5.2.23b) 


(5.2.24) 


及 f(E) = tanh (给 ) 
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图 5.2.2 方程 (5.2.24) 的 图 形 解法 


当 2 <1, 方程 只 有 一 个 解 .= 0 即 M = Nu = 0, 说 明 系统 没有 自发 磁 
化 
当 和 > 1, 方程 有 三 个 解 ， = 士 6o 及 0. 其 中 Z=0 的 解 是 使 ng 为 极 小 , 放 
会 去 . 对 其 余 两 个 解 ， 可 得 
M = +Npfbo. 
说 明 系统 有 自发 磁化 .M 有 正 负 两 个 值 ， 分别 表示 磁化 方向 为 向 上 或 向 下 ,最 终 只 
能 取 一 个 值 , 这 什 为 正 或 负 由 磁化 过 程 的 初始 条 件 决定 . 


fo T>z; | 
£= (5.2.25) 


Te 即 为 铁 磁 相 变 的 临界 温度 ， 称 居 里 温度 . 对 0 < T < Tc 的 任意 温度 ,Lo 由 数值 
计算 决定 . 
在 T 一 0 及 T 一 To 一 0 的 极端 情况 下 , 可 得 (5.2.24) 式 的 近似 解 : 


Lors1—-2e0 T/T, T/To 1; (5.2.26) 
本 T 1/2 T 
Lox B 人 — ] ， 0<1- 元 < (5.2.27) 


图 5.2.3 给 出 了 Co(7,0) 随 温度 的 变化 关系 , 这 曲线 代表 了 Bragg-Williams 近 
似 下 自发 磁化 的 行为 . 
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CTO/NE 


图 5.2.3 自发 磁化 曲线 图 5.2.4 比 热 曲线 


由 体系 的 配 分 函数 (5.2.22a) 式 ， 可 以 求 得 所 有 感 兴趣 的 热力 学 函数 . 下面 我 
们 对 系统 的 定 磁场 比 热 作 一 分 析 . 
由 (5.2.22a) 式 及 比 热 的 定义 , 易 得 


F2 
1 和 7<T 
二 一 .2.2: 
NR CP(T,O) (5.2.28) 


0， T>Te. 


Ca(7,0) 随 温 度 变 化 的 关系 如 图 5.2.4 所 示 ， 当 T > To 时 Ce = 0, 这 是 由 于 
Bragg-Williams 近似 忽 咯 了 自 施 与 自 疙 之 间 的 短程 相关 ， 使 体系 在 了 > To 时 成 
为 完全 无 序 状态 的 必然 结果 ， 当 了 趋 近 于 76-0, 由 (5.2.27) 及 (5.2.28) 式 可 得 
Cn(re 一 0,0) =3Nh 为 一 个 有 限 值 , 说明 在 To 附近 ， 比 热 是 不 连续 的 . 

(2) 巨头 0 时, 我 们 只 限于 讨论 弱 场 情况 下 的 厂 化 行为 . 当 7 > To 时 在 弱 场 情 
况 下 显然 有 fo < 1 利用 近似 式 tanhz ss w 由 (5.2.23b) 式 得 


Ee 纾 + 6 
所 以 
C= 基 = 天 元 B. (5.2.29) 
由 此 式 , 可 得 磁化 率 : 
/om 
x (中 )， 
本 和 ~ (TTo)-!=(T -To). (5.2.30) 


大 
这 就 是 居 里 -外 斯 定律 , 其 中 Y = 1 被 称 为 临界 指数 . 
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另 一 方面 (5.2.23) 式 : 


mi 


T= 28(qJL + 1B). 
当 £<<1 时 , 将 等 式 左边 作 级 数 展开 , 在 T= Tc 时 得 
Fa3 3h 
ed Re? 
所 以 
M ~B = B5. (5.2.31) 


式 中 6 = 1/3 为 男 一 个 临界 指数 . 


5.3 Bethe-Peierls 近似 


从 5.2 节 的 讨论 中 可 以 看 出 , Bragg-Wiliams 近似 是 完全 忽略 了 系统 内 部 自 旋 
之 间 的 短程 相关 . 为 了 改进 其 结果 , 一 条 容易 想到 的 途径 是 计 及 系统 的 短程 序 .Bethe- 
Peierls 近似 正 是 基于 这 一 考虑 对 Bragg-Williams 近似 作 了 改进 . 

Bethe 近似 的 基本 思想 是 将 一 给 定 自 旋 so 看 成 是 一 个 自 旋 集 团 的 中 心 成 员 ， 
而 这 自 旋 集 团 是 由 so 及 其 4 个 最 近邻 自 旋 所 构成 ,在 写 出 体系 的 哈密 顿 量 时 ,， 精 
确 地 考虑 了 中 心 自 旋 与 4 个 近邻 自 旋 的 相互 作用 ， 而 这 些 近 邻 自 旋 与 格 点 中 其 他 
自 旋 的 相互 作用 , 被 看 成 为 平均 场 而 附加 到 外 磁场 上 . 平均 场 的 大 小 可 由 自治 条 件 
来 决定 . 按照 这 样 的 考虑 , 伊 辛 模型 的 哈密 顿 量 可 写成 


Hat1= -1Bso — 1(B+ B') )Ss 一 TD (5.3.1) 


j=1 


其 中 B 为 作用 在 格 点 上 的 外 磁场 ， 而 B' 为 平均 场 . 系统 的 配 分 函数 为 


» 9 9 
2 = > explaso+(a+oa) Da + Yy》 s08], (5.3.2) 
30,37=+1 j=1 j=1 
其 中 ， 六 
a= 知 ， wo = 矢 ,7=J/kT. (5.3.3) 
将 (5.3.2) 式 右边 写成 s = +1 及 so = -1 的 两 项 之 和 ; 
2=24+2 ， (5.3.4) 
9 
2= > exp| e+ (ote to] (5.3.5) 


31=+1 i=1 
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中 心 自 旋 的 平均 值 应 为 


= [Ztanh(a +a+7)+2-tanh(a + a’ —7)]. (5.3.7) 
由 于 格 点 中 每 一 个 自 旋 都 有 相同 的 地 位 , 任 一 自 旋 均 可 作为 中 心 自 旋 , 因而 必 
须 满足 自治 条 件 
50 = 5), 
由 此 可 得 | 区 
2Z+[1-tanh(a+a+?7]=2-[1+tanh(a 夫 so 一 让]. (5.3.8) 
即 ， 
2a' _ [coshla + oa +)]"™ 
e2a = eT ey y (5.3.9) 
(5.3.9) 式 是 决定 w 的 方程 , 而 a 决定 了 系统 的 磁 行 为 . 
由 Bragg-Williams 近似 可 知 ， 系 统 的 长 程序 参 甚 L 的 值 决定 了 自发 磁化 的 可 
能 性 , 根据 定义 £= 50, 从 (5.3.4) 式 及 (5.3.8) 式 可 得 
(2+/2-)-1 sinh(2a + 2a’) 


(2Z+/2-)+1 二 cosh(2a 十 2a) 十 e-27 (53.10) 


为 了 研究 系统 的 自发 磁化 , 令 a = 0( 无 外 场 ), 由 (5.3.10) 只 有 当 ao 关 0 时 ,， 尼 
才 不 为 0, 即 系统 有 自发 磁化 . 当 a = 0 时 ，, 系统 的 自治 条 件 为 


,_ gq—1, fcosh(a’ 十 7 
A= [各 | (5.3.11) 


现在 将 (5.3.11) 式 右边 在 o = 0 附近 作 泰 勒 展开 : 


/3 
ao = (4- 1)tanhy | 一 sech?y 十 … ] 六 (5.3.12) 


显然 对 任意 7 值 , a = 0 是 方程 (5.3.12) 的 一 个 解 , 但 这 是 没有 自发 磁化 的 解 . 而 
a 的 非 零 解 要 求 
(gq — l)tanhy > 1, (5.3.13) 
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7 > artanh (二 ) = 3 ( 4 ) = Ye. (5.3.14) 


将 这 一 条 件 改 用 温度 来 表示 为 


T< 多 /n (5)| = To, (5.3.15) 


Te 为 产生 自发 磁化 的 临界 温度 ， 亦 就 是 居 里 温度 . 将 以 上 结果 可 以 表示 成 


人 >Teo 时 £=0, er =1; 
T<Te 时 ££>0, er >1. 

另 由 (5.3.12) 式 可 看 出 , 如 果 % 为 方程 的 一 个 非 零 解 ， 则 -a' 亦 同 样 是 方程 
的 一 个 解 , 与 -a 对 应 的 -Z 亦 是 自发 磁化 解 , 与 Z 相 比 仅 是 磁化 方向 相反 即 只 
是 自 施 向 上 与 向 下 互相 对 换 . Bethe 近似 与 Bragg-Williams 近似 相 比 , 是 在 如 何 处 
理 短程 序 问题 上 作 了 改进 , 因而 研究 Bethe 近似 中 近邻 自 旋 间 的 相关 , 是 一 个 令 人 
感 兴趣 的 问题 ， 为 此 我 们 用 aa 及 7 来 表示 出 N++,N-- 及 N+-， 并 将 结果 与 
Bragg-Williams 近似 作 一 比较 . 在 配 分 函数 表示 式 (5.3.2) 中 , 对 除 so 及 si 外 的 所 
有 自 旋 求 和 , 得 


2 = 3 {= [es 十 (a +a)sl 十 Ysosi] 


80,81 一 士 1 
X [2eosh(a +a'+ 7s0)] } (5.3.16) 
将 此 式 写成 三 部 分 之 和 , 分 别 对 应 于 下 述 三 种 状态 : 
(iD s0=#1=1, 


(i) s0= #51= -1, 
(iii) so = -sl 二 1 或 ~1. 


2Z= GZH++Z +24-. 


显然 
Mes Nn Ne (5.3.17) 


由 (5.3.9) 式 及 (5.3.16) 式 , 有 


Ni x eto +?)[2cosh(a 十 oa 十 7 


5.3 ”Bethe-Peierls 近似 ‘207. 


N__ x el-20-0+ [2cosh(a + 0 一 379 
= e(-2a-3a'+7)[2cosh(a + @’ + 7 
Ni_ el- [2cosh(a + a’ + 7)]! 
+el® -2cosh(a + ao 一 2 
= 2e(-o [2cosh(a + o 一 让] 
用 下 式 了 
HH++N-+AH-= 9， 
将 其 归 一 化 ,可 得 到 


(ea+2a +7, e-2a-2a +7， 2e77), 


oy x 所 1 
N. Ca _)= 二 0 一 一 一 一 一 一 一 . 
(Nits N,N+-) 3 2[ercosh(2a + 2a) + e-"] (5.3:18) 
即 
ANHH+ AN-- _ 104y -di 
i i (5.3.19) 


此 式 与 (5.2.20) 式 相 比 ， 出 现 了 因子 e117/*7. 当 J > 0 时 ,与 反 平行 自 施 对 相 
比 有 利于 平行 自 施 对 的 形成 , 这 就 是 自 施 之 间 的 相互 作用 引起 的 短程 相关 . 只 有 当 
本 =0 时 ，(5.3.19) 式 与 (5.2.20) 式 相同 , 说明 Bragg-Williams 近似 相当 于 完全 忽略 
了 自 旋 间 相互 作用 . 而 实际 系统 中 总 是 存在 相互 作用 的 , 所 以 (5.3.19) 式 与 (5.2.20) 
式 相 比 提供 了 一 个 更 好 的 近似 . 

最 后 , 我们 来 计算 在 Bathe 近似 下 无 外 场 伊 六 模型 的 比 热 . 

由 (5.2.8) 式 得 

1 6 be 
w=-J (3 一 24N+ 十 Ar+) 


其 中 六 ++ 可 直接 由 (5.3.18) 式 得 到 ，N+ 可 由 (5.3.10) 式 得 出 


(N+)a=o = jwd 十 古 ) 


一 LNVexp(2a) 十 exp( 一 27) 
2° cosh(2a’) + exp(—2y)” (5.3.20) 
~ 1 h(20) (-27) 
二 
i 3 N coshtaar) 十 exp(-27) 


由 自 洽 条件 可 知 , 当 了 > Te 时 ao = 0. 这 时 有 


(5.3.21) 


Uo= 3aN .tanhy, 
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所 以 可 得 
CB=0 
Nk 
当 了 一 co 时 , Ce=0 随 7 了? 趋向 于 零 . 也 就 是 在 高 于 临界 温度 时 ， 系 统 有 一 
个 有 限 的 比 热 ， 比 Bragg-Williams 近似 更 接近 实际 物理 系统 . 这 结果 的 出 现 完全 是 
由 于 在 高 于 Tc 时 ,虽然 系统 的 长 程序 参量 为 0, 但 仍 存在 着 短程 序 的 原因 . 
当 了 从 高 于 Tc 的 一 侧 接近 于 Tc 时 ,可 由 (5.3.22) 式 中 令 Y 一 Yc 得 到 比 热 
极限 值 : 


= S92sech?y. (5.3.22) 


地 Ce-o(Te +0)= Basech?yo 

_19(g-2) PAN 

-my [a(s5)| ¢ (5.3.23) 
为 了 计算 当 了 从 小 于 Te 一 侧 趋 向 Te 时 比 热 的 极限 值 ， 在 (5.3.21) 式 中 令 7 一 
os 一 0 且 展开 成 (y 一 yo) 和 of 的 竺 级 数 : 


= -BoIN 二 T+ (7 -70) + HE + ] 。 (5.3.24) 


由 (5.3.12) 式 , 将 w 展开 成 
as {3cosh2yo[(g — 1)tanhy — 1]}1/2 
~ [B30 -70)(g— DR 


1/2 
~ (30- D 才 @ 加 于 | (5.3.25) 
把 (5.3.25) 式 代入 (5.3.24) 式 得 
ek “1 ,gg-2)(39-2) 7 /,_7 
Vo= -30N 本 Ti+ tc 人 起 | (5.3.26) 


然后 将 (5.3.26) 式 对 卫 求 导数 ,得 到 比 热 的 极限 值 为 
a 2 
ee -0)= 3 ln (55)| (5.3.27) 
比较 (5.3.23) 式 及 (5.3.27) 式 求 出 比 热 的 不 连续 性 : 
1 392(g 一 2) a \T 
赤 sco- 宫 “让 本 (555) 


最 后 需 指出 , 当 9 二 2 时, 由 (5.3.15) 式 得 Te = 0 这 结果 与 严格 解 一 致 , 即 一 
维 伊 辛 模型 没有 相 变 , 而 Bragg 近似 用 于 一 维 情况 , 则 得 到 的 是 错误 的 结果 . 
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5.4” 伊 辛 模型 的 严格 解 


1925 年 伊 辛 本 人 严格 求解 了 一 维 问题 ， 他 用 的 是 组 合法 ，1941 年 Kramers 和 
Wannier 将 矩阵 法 引进 伊 辛 模型 中 , 特别 是 在 1944 年 昂 萨 格 成 功 地 用 矩阵 法 求解 
了 二 维 无 外 场 的 伊 辛 模型 , 成 为 能 严格 求解 二 维 问题 的 第 一 个 方法 , 引起 了 很 大 重 
视 . 本 节 要 介绍 的 是 矩阵 法 ,首先 简 述 矩阵 法 的 基本 思想 , 然后 用 矩阵 法 求解 一 维 

“ 伊 辛 模型 ， 最 后 将 简单 说 明 二 维 伊 辛 模型 的 一 些 主要 结果 . 

当 我 们 研究 一 个 统计 力学 体系 时 , 首先 要 求 出 系统 的 配 分 函数 , 也 就 是 要 找 出 
能 量 分 布 . 而 对 具有 近邻 相互 作用 的 伊 辛 模型 ， 以 一 维 直 线 链 (不 具有 周期 性 边界 
条 件 ) 为 例 ,每 个 格 点 上 的 自 旋 ,， 可 以 有 向 上 或 向 下 两 个 状态 ， 相 邻 两 个 自 旋 间 的 
相互 作用 能 , 由 四 个 不 同 状态 决定 , 即 (TD), (14), (41) 及 (WL). 容易 想到 对 这 四 个 不 
同 状态 , 可 以 用 一 个 (2 x 2) 和 矩阵 来 表示 . 因而 如 果 我 们 将 直线 链 分 成 任意 长 的 左 
右 两 段 ， 先 分 别 计算 出 每 一 段 的 能 最 分 布 ， 然 后 在 两 格 点 联接 处 ， 用 (2 x 2) 矩阵 
来 计 入 两 段 之 间 的 相互 作用 能 ,就 可 以 得 到 整个 系统 的 能 拔 分 布 . 将 这 一 想法 进 一 
步 扩展 ,如 果 我 们 先 计 算 好 左 段 能 其 , 借助 一 个 (2 x 2) 矩阵 可 以 计 入 右 段 第 一 格 
点 与 左 段 之 间 的 相互 作用 能 ， 即 向 右 扩 展 一 个 格 点 ， 再 通过 一 个 (2 x 2) 矩阵 可 以 
扩展 到 右 段 第 二 格 点 ， 以 此 类 推 ， 就 可 以 将 右 段 的 所 有 格 点 都 考虑 进去 . 为 了 便于 
计算 左 段 的 能 量 ,可 以 选择 左 段 只 有 一 个 格 点 ， 用 一 系列 (2 x 2) 矩阵 的 积 就 可 以 
计算 出 整个 系统 的 能 二 分 布 . 

下 面 我 们 用 这 一 想法 严格 求解 一 维 伊 六 模型 . 系统 的 哈密 顿 最 为 


pa 


N 


H=-JD ss 一 HB si (5.4.1) 
(17) 多 1 
为 了 方便 ， 先 考虑 周期 性 边界 条 件 的 情况 ， 


SN+1 = 81. (5.4.2) 


这 相当 于 将 一 维 链 弯 成 首尾 相 接 的 环形 , 在 N 一 co 的 极限 下 , 并 不 改变 系统 的 热 
力学 性 质 . 
用 (5.4.2) 式 将 哈密 顿 量 写成 


N N 
1 
H= -JD sisit -34B Dsit sin) (5.4.3) 
i=1 


i=l 
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相应 的 配 分 函数 为 


N 
ZTB)=  … > Ce 
31 一 士 1 


SN 一 士 1 记 1 


A 1 
TIex p 人 2 | sn 十 24B(s: 十 sa } (5.4.4) 
,2 SN 一 士 1 i=1 
引进 矩阵 已, 其 矩阵 元 定义 为 


[OT ge {2 [sm + Be 十 ny] } l 
si 可 取 值 土 1; 所 以 P 是 (2 x 2) 矩阵 ,为 


( (Pl) (Pl-1) | 
P= 
(Ph) (ilP|-) 


ep(JHHB) e-By 
， (5.4.5) 
eB eB(J—1B) 


而 用 矩阵 P 可 将 配 分 函数 写成 
2(T,B)= > … 》 (salPlsz)(szl|Plss)… 
8i 二 士 ] SN 一 士 1 
…(sw-ilPlsw)(sw|Plsy) 
= 2 (elPylsy) 
1 一 士 1 


=T(PN)= +, 


(5.4.6) 
其 中 和 + 及 和- 为 矩阵 的 本 征 值 , 满足 久 期 方程 : 
ep(J+HAB) _ A e-B7 
-By eB(I-pB) -入 | = 
其 解 为 
Xs = 0 {cosh(B1B) 4+ [cosh?(B1B) - 2e-67sinh (28D Ds (5.4.7) 


然后 由 (5.4.6) 式 可 得 配 分 函数 


入 N. 
ZT B= NI E+($) | 
T 
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让 和 + > 和 -, 在 热力 学 极限 下 : 
Wim, A B) In 
= BJ + In {cosh(B1B) + [cosh*(B1B) - 20-207sinh(28J)] "}. (548) 


由 此 可 以 看 出 , 配 分 函数 是 由 较 大 的 本 征 值 决定 . 自由 能 和 总 磁化 强度 M 分 别 
为 


£2 -= -ATInZ 

Ee 训 {cosh(enB) + [cosh(B1B) - 2e-2vpsinh(26.J)] 1 上 ; (5.4.9) 
M__1/aFN\) _ sinh(B1.B) 
Na ( 0B 由 一 7TSnz(207 Wi 


对 不 同 温度 下 磁化 强度 M 随 B 的 关系 如 图 5.4.1 所 示 . 可 看 出 对 任何 了 > 0， 
系统 不 存在 自发 磁化 . 


系统 在 无 外 场 时 比 热 
CBp=0(T, 0) = Nk(BJ)?sech? (BJ7), (5.4.11) 
CB 对 了 来 说 是 光滑 函数 ( 见 图 5.4.2), 所 以 一 维 伊 辛 模型 不 发 生 顺 磁铁 磁 相 变 . 
M/Nu 
CVNE 
0 ET/T 


5.4.1 M/Nh 随 参数 BuB 变化 的 函数 关系 ”图 5.4.2 无 外 场 时 一 维 伊 辛 模型 的 比 热 


从 物理 上 看 , 任何 温度 下 自 旋 的 平均 取向 由 两 个 对 立 的 因素 决定 : 能 基 趋 于 极 
小 , 使 自 旋 倾 向 于 同 向 排列 , 而 炉 趋 于 极 大 , 使 自 旋 倾 向 于 随机 排列 ， 这 两 种 情况 
均 使 自由 能 取 极 小 . 就 一 维 模型 而 言 ,由 于 近邻 数 太 少 , 使 自 旋 同 向 排列 的 倾向 不 
足以 抗衡 使 炉 极 大 的 倾向 , 因而 在 任何 温度 下 ,系统 不 会 产生 自发 磁化 . 

对 具有 非 周 期 性 边界 条 件 即 直线 链 的 情况 , 可 将 上 述 方法 稍 加 改变 , 就 完全 可 
以 适用 . 
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我 们 将 配 分 函数 表达 式 (5.4.4) 改写 成 


2 = 》 explgjJ(slsz + soss 十 … 十 SN_19N) 十 BUB(sl 十 sz 十 … 十 SN]] 
{s1} 
= > exp[BJs1s2 + BuBs1]:.exp[BJsn-1sN + BuBsn-1] 
{si} 


x exp[BuBsw], (5.4.12) 
定义 卫 矩 阵 为 L 
‘ff epJ+BHB @-BI+BAB 
P= ( ) (5.4.13) 
@~BI-BhuB e8J-BHUB 
所 以 
2= 》 (si|Plsz) (swN-i|Plsw)epnBsw 
{1} 
一 于 (si|PN-1|sN)eanBew 
81,8N 三 土 ] 
让 sn sw = 士 l 2 则 为 四 项 之 和 , 可 以 表示 成 三 个 矩阵 乘积 的 形式 : 
2 = (1) SR 5.4 
=(1, . .4.14 
人 0 
其 中 PY-!=(S1 =iPN-1|SN = 作 . 
利用 矩阵 乘法 可 以 证 明 ， 
(1,1) ee 人 
i (co 
BuB 
=Tr [en ( Cs ) 四 
1 erpuB efBuB 
-sen 2 中 
令 


十 BH etBuB 
or (ee) 


er-BnB er-ppB 
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则 
2 = T(PN-1.4). 
引进 么 正 变换 5, 使 P 对 角 化 , 对 角 化 后 的 矩阵 为 A, 有 
5-1PS=A, 
P= 5A5-1， 
PN-1 = (SAS-1)N-! = SAN-1S-1, 
Tr(PN-1A) = (SAN-15-14) = Tr(AN-19-1A5). 
所 以 
2Z=TrAN-1(S-1AS)] = Tr(AN-1B), 
其 中 ， 
A= ( A ] B= 5-145， 
0 A 
MIB MW-1Bi2 
AN-1B= . 
AN-1Ba AN-1B2s 
所 以 
N-1 
Z = MB + MX-LBo = AN-! (a + ( 千 ) a) | 
和 N-1 
方 m2 = 二 Lin 二 Nm [= (S) | (5.4.15) 
与 前 面 讨论 的 周期 边界 条 件 相 类 似 令 和 > 入 - 且 由 息 阵 4 可 看 出 ， Buz 
0 且 Bl 为 有 限 ， 所 以 取 N 一 oo 的 热力 学 极限 时 之 上 -1 二 nlBu 二 
区， N-1 | 四 
革 ) B22] 一 0. 
(5.4.15) 式 成 为 、 
nz = In. (5.4.16) 


N 
这 结果 与 圆 链 的 结果 完全 相同 . 也 说 明 在 热力 学 极限 的 条 件 下 , 系统 的 边界 效应 并 
不 影响 热力 学 性 质 . 
二 维 伊 六 模型 的 严格 解 ,在 数学 形式 上 比 一 维 复杂 得 多 , 这 里 只 简 述 一 些 主要 
结果 . 
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系统 的 配 分 函数 为 
A T) = Inl2cosh(20)] + 去 / dolh bm | ， 6417) 
其 中 ， 
_ 2sinh(28J) 
“= coshz(257) 
体系 每 个 自 旋 的 内 能 为 
Uo(T) = —Jcosh(28J) E + ei ， (5.4.18) 


其 中 Ka(n) 为 第 一 类 椭圆 积分 : 


/2 
K(k) = / . Ss 
注意 (5.4.18) 式 中 的 “与 (5.4.17) 式 的 相同 ， 心 为 
Al/ 三 2tanh226. 一 1. 
上 与 以 间 满 足 关系 ， 


A2 十 /2 一 1 


图 5.4.3 表示 函数 < 和 A' 的 曲线 . 
系统 的 比 热 可 以 表示 成 


志 Ce-o(m) 本 2 [Bcosh(287)]? 
x {2K1(n) —261(k) — (1— wn) [3 + wKi(n)] )}， 


其 中 及 (6) 为 第 二 类 椭圆 积分 ， 
已 (k) 三 [ 0 dpV 1 — r2sin?yp. 
0 


显然 由 于 椭圆 积分 Kai(e) 在 <= 1( 或 以 = 
0) 处 有 奇异 性 ,使 热力 学 函数 在 “= 1 处 
Jr 均 有 奇异 性 . 
系统 的 临界 点 : 


2 27 
一 -一 1 
2tanh KG 让 


kTo = 2.269J. 


图 5.4.3， 函 数 k 与 5/ 的 曲线 
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在 k=1 或 k/ =0 附近 ,， 有 近似 式 : 
Ta) = In(4/«’), 
Bi(r)=1. 
所 以 在 T= Tc 附近 ( 即 «= 1 附近) 有 


1 8.7 a Ne 了 
遍 c-Oss (所 ) { 吉 - 


co 
入 一 0.4945ln| 


(人 9-( 训 


1 一 的 十 const， 
Tc 


5.4.4 画 出 二 维 伊 辛 模型 的 比 热 曲线 ， 可 以 看 出 ， 严格 解 的 比 热 是 对 数 发 散 


的 . 
要 计算 自发 磁化 与 温度 的 依赖 关系 ,必须 计算 B 关 0 的 自由 能 ,杨振宁 引入 
一 弱 磁 场 B, 计算 自由 能 , 最 后 令 B 一 0, 得 


Co(T,0) = 


M(T,0) _ | 0 了 > Toi (46) 


Np [L- (sinh26.J)-4M8， TgTo. 
在 T 一 0 及 T 一 Tc 一 0 的 浙 近 形式 分 别 为 


1— 2exp(-—8B8J7), IT 一 0 
L ~ U8 
oD Om 0 (下 ) ， 了 -和 -4 
Lo(T,0) 随 温度 变化 曲线 见 图 5.4.5. 显然 在 T 一 Te - 0 端 严 格 解 比 近似 解 变 
化 得 更 快 . 
coDA 
/TT 
1.0 
1 
3 
227 288 4 7 y 10 A 
图 5.4.4 三 维 伊 辛 模型 的 比 热 图 5.4.5 自发 磁化 曲线 


1.Onsager;2.Bethe;3.B-W 
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5.5 ” 格 气 模型 及 有 序 一 无 序 相 变 


伊 辛 模型 除了 用 来 模拟 铁 磁 相 变 外 ， 有 关 它 的 理论 也 可 用 来 研究 其 他 一 些 模 
型 系统 的 相 变 问题 ,本 节 将 讨论 格 气 模型 及 有 序 -无 序 相 变 模型 , 

格 气 模型 : 格 气 模型 是 实际 气体 的 简化 模型 , 在 这 模型 中 有 Ne 个 粒子 排列 在 
周期 点 阵 的 个 格 点 上 ,每 一 个 格 点 上 至 多 能 放 一 个 粒子 , 且 每 个 粒子 只 与 最 近 
邻 粒子 产生 相互 作用 , 处 在 格 点 i,; 上 两 个 粒子 间 相互 作用 能 可 写成 


oo 如 ri; = 0， 
Wij 三 96 如 rij = 近邻 距离 ， 和 (5.5.1) 
0 ri = 其 他 . 
体系 的 总 能 量 为 
U= Dw, (5.5.2) 
i<j 
配 分 函数 为 和 
Zw = 了 D7 0 (5.5.3) 
{各 种 分 布 } 


这 样 一 个 模型 可 以 被 看 成 是 实际 气体 的 一 个 简化 模型 . 也 就 是 我 们 将 气体 粒子 
在 空间 的 各 种 可 能 分 布 状态 看 成 是 在 一 个 周期 点 阵 中 的 各 种 可 能 占 位 方式 ， 类 似 
于 用 伊 辛 模型 研究 铁 磁 相 变 , 我 们 可 以 用 格 气 模型 研究 液 气相 变 . 为 了 看 出 格 气 模 
型 与 伊 辛 模型 的 相似 性 , 先 对 两 个 模型 作 一 比较 “ 

引进 填充 数 如 


a { 0， 第 ;个 格 点 是 空位 ; [人 


1， ”第 ;个 格 点 被 粒子 占有 . 
格 气 模型 中 近邻 粒子 的 相互 作用 能 可 用 填充 数 表示 出 来 


ij = titye, (5.5.5) 
系统 总 能 量 为 
U= Uy=eD tt (5.5.6) 
ey 
填充 数 与 伊 辛 模型 的 自 旋 间 的 关系 为 


1 1, 
= 251+1) = { 0 (5.5.7) 
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格 气 模型 的 总 能 量 为 
U=D Uy =eD tt 
(17) 
=e Ds + DB +1) 
(i7) 
= ast Det sy) +1. (5.5.8) 
(17) 订 
可 以 看 出 , 格 气 的 能 量 除了 相差 一 个 常数 外 , 与 伊 辛 模型 有 完全 相似 的 形式 .为 了 
进一步 找 出 两 者 的 有 关 物 理 量 之 间 的 对 应 关系 , 让 Na 表示 在 一 给 定 的 位 形 中 近 
邻 对 之 总 数 . 将 格 气 系统 的 配 分 函数 写成 : 


Zr, = 5 gn(Na, Naa)es®, (5.5.9) 
其 中 忆 = -eNoa gn (Na, Neo) 表示 在 给 定 Na 及 No 时 ， 格 气 的 Na 个 粒子 在 N 
个 格 点 中 所 有 可 能 的 分 布 方式 数 .5 ′ 表 示 在 给 定 N 及 Na 时 ,对 Noa 所 有 的 可 
能 值 求 和 . 让 格 气 晶 格 的 元 胞 体积 为 1，N 就 是 气体 的 总 体积 . 巨 配 分 函数 为 


N 
S= Dz Zw,(T,N). (5.5.10) 
Na=0 
由 于 
ea =In5 = 妆 (5.5.11) 
得 和 
BPN = D) zNe 》 9gN(Na Naa)er Noa/kT, (5.5.12) 
Na=0 Naa 
另 一 方面 由 巨 正则 系 综 理论 , 有 
Ce 9 /PV 
N=z ns = 琉 ( 登 ) 本 (5.5.13) 
在 现在 的 情况 下 得 2 
a 名 
党 -二 -总 ( 蜗 ) (5.5.14) 


将 伊 辛 模型 的 Bragg-Williams 近似 中 公式 (5.2.8) 及 (5.2.9) 写成 以 下 形式 : 


N 
er =exp[N(qJ/2 — 1B)B] > exp[-2(97 — 1B)N+A] 
N+=0 


x 2 ′ 9gN(N+,N++)exp(4JN+H+D) (5.5.15) 


N++ 
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通过 比较 (5.5.12) 式 与 (5.5.15) 式 可 得 两 者 的 对 应 关系 为 
格 气 模型 


伊 辛 模型 
N+ Na 
TV_ N-N 
4J € 
1 B FP 
- ($+ 一 4/ 
Ni/_1[20 Kf/_l1 
芝 人 让 [六 4) FC) 
2 


exp[~2B(g7 — 1B)] 
下 面 我 们 利用 这 一 对 应 关系 来 讨论 格 气 的 状态 方程 及 P-V 图 . 由 (5.2.22b) 及 


1n (i 
n 4 人 


(5.2.23) 式 得 
1 三 二 
六 ECGT B) = 59J 记 十 态 
在 格 气 模型 下 , 与 上 式 对 应 的 是 
_f2 人 
P=nB -Bal(l+ £2)— 和 人 2 小 (5.5.16) 
(5.5.17) 


而 又 由 对 应 关系 得 
i = 3 夺 D. 

于 是 (5.5.16) 式 及 (5.5.17) 式 决定 了 格 气 的 状态 方程 .(5.5.16) 式 中 参数 jyB 可 由 下 
de 一 B) A (5.5.18) 


式 与 格 气 的 z 相 联系 : 
2 = exp [> ( 


现在 的 C 由 下 式 决定 : 
£=tanh ( 禾 
为 了 得 到 系统 的 P-V 图 ， 先 考虑 B = 0 的 情况 . 当 了 < Te 时 , £ 有 两 个 


值 , 士 C 由 下 式 决 定 : 
£= tanh(CTc/T)， 
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当 人 > To 时 乙 = 0, 得 到 


2 
= 2 
oa(T) Tr | <Te 
v2(T)= T= a 
v=2 TT 
压强 在 T < Te 时 有 相同 值 , 得 
_f2 
P= -lg(l+ £2)— 与 "( 2 )， T <To; 
。 4 (5.5.19) 
P= -kb + kTIn2, T>Te. 


图 5.5.1 画 出 了 格 气 的 P-V 图 , 实 线 部 分 对 应 于 B = 0 的 情况 ， 虚线 对 应 于 
B 关 0 的 各 种 状态 . 这 些 等 温 线 与 实际 气体 的 等 温 线 非常 相似 , w 及 wz 分 别 对 应 
于 液 相 及 气相 的 比 容 ; w 及 wo 的 极限 值 分 别 是 1 和 oo, 这 是 发 生 在 £ = 士 1 的 状 
态 , 由 发 程序 的 定义 可 知 , 当 Na = N, 有 = 十 1, 即 晶 格 点 阵 上 的 每 个 格 点 均 被 
粒子 占据 ,由 于 每 个 元 胞 的 体积 为 1， 因 而 比 容 的 极限 值 v = 1; 当 Na =0, 说 明 每 
个 格 点 均 为 空 的 , 此 时 £= -1,， 有 比 容 的 另 一 极限 co. 

有 序 - 无 序 相 变 : 

有 序 - 无 序 相 变 的 典型 例子 是 二 元 合金 ， 我 们 以 Cu-Zn 合金 为 例 作 简 单 分 
析 , Cu-Zn 合金 为 体 心 立方 结构 , 称 角 上 位 置 为 a, 体 心 位 置 为 (图 5.5.2). X 射线 
衍射 实验 证 明 ， 存 在 一 个 临界 温度 Te( 对 Cu-Zn 合金 而 言 ， Te=742K). 当 了 > Te 
时 , 无 论 是 Cu 原子 或 Zn 原子 , 占据 a 位 置 与 B 位 位 置 的 概率 均 为 了 ， 称 这 时 的 状 
态 为 无 序 相 . 当 了 < Te 时 , Zn 原子 占据 a 位 置 与 8 位 置 的 概率 不 等， 对 Cu 原子 


Po 


图 5.5.1 格 气 的 状态 方程 图 5.5.2 
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情况 也 类 似 , 称 这 种 状态 为 有 序 相 , 在 工 = Tc 时 产生 的 相 变 称 为 有 序 - 无 序 相 变 . 
为 了 讨论 方便 , 对 一 般 情况 , 用 1, 2 表示 两 种 不 同 原子 , 定义 一 个 序 参量 7 来 


表示 体系 的 有 序 程序 i 


Wi+We 
Wy, Wa 分 别 表示 第 一 种 及 第 二 种 原子 占据 特定 位 置 的 概率 . 对 Cu-Zn 合金 ， 
在 完全 有 序 相 (T=0K)Cu 在 8 位 置 , Zn 在 a 位置 ,以 6 位置 为 标准 ， 有 Weu = 
1, Wzn = 0, 得 到 n= 1. 当 温 度 升 高 , 热 运动 使 Cu 和 Zn 原子 的 位 置 可 以 交换 ， 只 
要 Cu 原子 占据 a 位 和 6 位 的 概率 不 等 , 也 就 是 Cu 原子 占据 8 位 与 Zn 原子 占据 8 
位 的 概率 不 等 , 就 有 7 头 0, 这 时 晶 格 对 称 不 变 . 当 了 > Tc 时 有 fou = Wzn = 1/2， 
得 7 = 0 系统 处 在 无 序 相 . 
与 格 气 模型 相 类 似 , 对 有 序 -无 序 相 变 也 可 用 伊 辛 模型 理论 来 研究 . Ni Naz 表 


7 (5.5.20) 


示 两 种 原子 的 原子 数 ， 可 以 有 三 种 不 同类 型 的 近邻 对 : (1,1),(2,2) 及 (1,2)((2.1) 与 
(1.2) 相同 ), 让 这 三 种 近邻 对 数 为 Wil, N22 及 Ni2; 家 
EB(N11, N22, N12) = e11 N11 + e22 N22 + E12 N12, (5.5.21) 


sll,e22,512 分 别 表示 不 同类 型 近邻 对 的 相互 作用 能 . 这 些 变量 并 不 全 部 独立 , 与 伊 
辛 模型 相似 ， 有 关系 式 ， 


N+N2=N, 
gqNi = 2Ni + Ni2， (5.5.22) 
gqN2 = 2N22 + Ni2, 


用 (5.5.22) 式 将 (5.5.21) 式 改 写成 
E= (e+e22— 2el2)Nil 


a 
[es 一 ezz)Ni 十 ja 


_ 当 体系 N 及 Ni 给 定时 ， 中 揪 弧 内 的 项 为 常数 , 让 Ni 与 伊 辛 模型 的 V+ 或 格 气 模 
型 的 No, Na 与 N++ 或 Noo 相对 应 , 就 可 得 下 述 对 应 关系 : 


格 气 模型 二 元 合金 

Na NN 

N-Na N-N 

一 E11 + €22 一 2cl2 


于 
rf PF — 3922N — q(e12 — e22)N1 
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有 了 这 样 的 对 应 关系 , 就 可 用 伊 辛 模型 或 格 气 模型 的 理论 去 研究 有 序 - 无 序 相 
变 . 


5.6 杨 - 李 定 理 


从 前 几 节 对 伊 辛 模型 的 讨论 中 , 可 以 看 出 , 相 变 总 是 同 热 力学 函数 的 奇异 性 相 
联系 , 即使 是 近似 解 , 亦 得 出 了 在 临界 点 上 比 热 是 不 连续 的 , 而 昂 陛 格 解 则 更 清楚 
地 显示 出 在 热力 学 极限 下 ， 比 热 在 临界 点 出 现 对 数 发 散 的 奇异 性 . 但 令 人 困惑 的 问 
题 是 根据 统计 力学 的 基本 原理 和 公式 求 出 的 配 分 函数 或 巨 配 分 函数 是 温度 了 ( 除 
了 T 了 =0 外 ) 的 解析 函数 , 而 由 此 所 导出 的 热力 学 函数 为 什么 在 热力 学 极限 下 , 会 在 
有 限 温度 出 现 奇异 性 呢 ? 杨 - 李 定 理 正 是 为 了 解决 这 样 一 个 问题 . 

为 了 具体 讨论 杨 - 李 定理 , 考虑 一 个 由 NN 个 粒子 组 成 的 有 相互 作用 系统 , 相互 
作用 势 为 无 穷 硬 心 和 短程 引力 两 部 分 组 成 : 


oo， rij 人 a; 
Wij = $4 Uo, b>rij>a; (5.6.1) 
0, rij > b. 


其 中 5 是 相互 作用 的 最 大 范围 , 这 类 相互 作用 性 质 很 接近 于 非 理想 气体 . 如 果 系统 
的 体积 是 有 限 的 ,由 于 粒子 不 能 重 登 , 对 一 个 给 定 的 体积 V, 存在 一 个 最 大 粒子 数 
No. 系统 的 巨 配 分 函数 为 


No 


三 = Zu(T VN =1+Vzt.. + Zwo (TV)zNo, (5.6.2) 
N=0 
显然 这 是 z 的 No 次 多 项 式 , 在 z 的 复 平面 内 可 因 式 分 解 , 让 zk 表示 3 =0 的 根 ， 
写成 , 
s=1I 人 二 去 ) (5.6.3) 


由 于 对 实际 系统 z 是 正 实数 , Zn(T,V) 亦 为 正 , 所 以 方程 的 根 zk 总 是 分 布 在 z 的 
复 平面 上 , 而 不 可 能 在 正 实 轴 上 , 由 此 可 得 下 述 结论 ， 


(1) 志 是 2 的 解析 西数 且 为 正 实数 


其 原因 就 是 大 = 记 Ins, 当 = 及 Zx 为 正 实数 时 ， 由 (5.6.2) 式 可 知 三 > 1 
是 z 的 解析 函数 , 因而 其 对 数 亦 是 z 的 解析 函数 , 且 In5 >0. 
(2) p 是 z 的 解析 本 数 ， 且 为 有 限 正 实数 . 


L 


1 从) 


9 下 
.一 In 三 = 二 N 一 -一 
z= 地 学 NZN(T,V)z 区 


p= 


. 
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我 们 由 S 的 表达 式 (5.6.2) 即 可 知 p 是 z 的 解析 函数 , 当 V 有 限时 ，(N) 亦 有 限 ， 


故 是 有 限 正 实数 
(定义 比 容 /7 当 用 (7) 作 自 变节 时 = P( 是 的 解析 本 数 
p 
则 (十 5)， 下 (分 ) 是 有 限 的 正 数 


证 明 : 


Ss 11 /85\ 
anz TSEbnzz V3 \nz 
1 
DZrN? TN)? 


出 
-去 (w-(w))， 


对 粒子 数 有 限 的 系统 ， 涨 落 不 能 为 0, 且 有 限 ， 所 以 :2 是 有 限 的 正 数 


apP\ a /P Op\ pkT 
(%), [ra (#)],/ (到 ), ” WB/ 
由 于 上 式 右边 分 母 为 有 限 正 数 ， 分 子 亦 为 有 限 正 数 , 所 以 ( 史 ) 为 有 限 正 数 . 即 
和 T 
用 v 作 自 变量 尸 是 v 的 单调 递 碱 函数 , 在 P-v 图 上 曲线 的 斜率 永远 为 负 ， 图 5.6.1 
而 不 可 能 出 现 如 图 5.6.2 这 样 的 相 变 曲线 . 我 们 可 以 得 出 这 样 结论 : 当 系统 的 体积 ， 
因而 粒子 数 ， 为 有 限时 ， 系 统 不 可 能 出 现 相 变 . 
下 面 我 们 考虑 当 系统 V 一 oo 的 情况 ,也 就 是 相 变 产生 的 条 件 和 可 能 性 . 


RR 


F 


T=const, 


T=const. 


图 5.6.1 无 相 变 的 P-v 图 图 5.6.2 有 相 变 的 Pv 图 
定理 一 ”对 所 有 正 实 数 z, 当 V 一 o0 时 ， (zs) 的 极限 存在 ,这 极限 与 V 


的 形状 无 关 ， 且 为 z 的 连续 单调 递增 函数 (假设 V 一 oo 时 表面 积 的 增长 不 快 于 
V2/3). 
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有 关 这 定理 及 定理 二 的 证 明 可 参考 杨 -- 李 的 文章 [5 

这 定理 证 明了 在 现在 条 件 下 ,系统 的 热力 学 极限 存在 , 即使 在 Y 一 co 时 , 在 
P-z 图 上 也 不 会 出 现 路 变 . 

定理 二 设 在 z 的 复 平面 内 , 有 一 个 包含 一 段 正 实 轴 的 区 域 R, 在 RR 内 不 存在 
S=0 的 根 , 则 对 区 域 R 中 所 有 z 值 下 述 极限 存在 , 是 z 的 解析 函数 


or 

J vn, 

Jim 190lns 

Voo0V Olnz’ (5.6.4) 
mn Lons | 

Vo V O(nz)™ 


且 在 及 中 求 极限 与 求 导 可 以 互 换 次 序 ， 即 - 
Wm, [去 (zsj| ee sm, (zs]] (5.6.5) 


对 一 个 体积 上 有 限 的 系统 , 最 大 粒子 数 No 亦 为 有 限 , 故 方程 5 = 0 的 根 也 就 
是 的 零点 的 数目 亦 为 有 限 ， 这 些 根 分 布 在 z 的 复 平面 上 而 不 会 落 在 实 轴 上 ; 当 
六 一 oo 时 ，No 必然 趋 于 无 限 , 即 S 的 零点 数 亦 趋 于 无 限 ， 如 果 零 点 的 分 布 有 这 
样 的 特点 , 使 我 们 可 以 找到 一 个 R 区域 ， 甚 至 R 区 域 的 范围 可 以 不 受 限制 , 从 而 
包含 整个 正 实 轴 ( 见 图 5.6.3), 由 (5.6.4) 式 所 给 出 的 这 些 函 数 的 连续 解析 性 ， 说 明 
系统 不 会 出 现 奇异 性 ， 即 不 会 产生 相 变 . 换言之 如 果 令 F(z) = Jim 六 In3 对 区 域 
忌 中 所 有 的 有 


0 
RE) 


P= kTF(z), 
1_ 56 
v 


给 出 系统 的 物 态 方程 ， 这 些 函 数 的 连续 解析 性 意味 着 在 整个 R 区 域内 ,系统 为 单 
相 . 


那么 , 在 什么 条 件 下 出 现 相 变 ? 虽然 3 的 零点 不 可 能 落 在 实 轴 上 , 但 可 能 有 . 
这 样 的 情况 , 当 v 一 co 时 , 零点 的 分 布 会 无 限 逼 近 实 轴 上 某 点 例 z = zo 点 , 不管 
20 的 邻 域 如 何 小 ， 却 总 包含 一 些 零点 ,因此 ,RR 区 域 就 不 能 把 zo 点 包括 在 内 . 必须 
分 别 取 RR 区 及 Ro 区 ( 见 图 5.6.4)， 热力 学 函数 在 这 两 区 域内 分 别 为 连续 ， 此 时 当 
z 沿 着 正 实 轴 增加 时 ,函数 二 Ins 在 z= zo 处 可 出 现 奇 异性 . 
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图 5.6.3 图 5.6.4 


根据 杨 - 李 定 再, 立 In3 本 身 在 za 点 为 连续 ， 其 导数 可 以 不 连续 , 这 种 奇异 性 
意味 着 系统 发 生 了 相 变 在 及 ,Ra 两 个 区 域内 的 物 态 方 程 代表 了 体系 的 两 个 相 . 与 
热力 学 中 定义 相 类 似 , 若 一 阶 导数 不 连续 ,就 是 一 级 相 变 ; 二 阶 导数 不 连续 就 是 二 
级 相 变 ， 依 次 类 推 ， 也 可 有 高 级 相 变 ， 实际 发 生 相 变 的 级 别 , 则 是 由 体系 的 相互 作 
用 性 质 等 因素 决定 . 

总 之 杨 - 李 定理 给 出 了 相 变 产生 的 机 人 制 . 这 一 理论 方法 能 否 用 来 具体 研究 包括 
相 变 及 凝聚 态 在 内 的 系统 的 热力 学 性 质 呢 ? 在 参考 文献 5.1] 中 第 二 篇 文章 杨 、 李 
讨论 了 伊 六 模型 , 他 们 表明 ， 在 伊 六 模型 下 ， 相 变 问题 完全 可 以 用 根 的 分 布 函 数 来 
研究 . 
为 了 具 休 了解 相 变 产生 过 程 ， 我 们 讨论 一 个 简单 例子 . 考虑 一 个 根 处 在 单位 加 
上 的 系统 ,其 巨 配 分 函数 有 如 下 形式 ， 

~ (1+zlY( -2z)Y 
5 = 上 + 人 ~ 人， vy 到 台数 

三 = 0 的 根 是 z= 一 1 和 z= eK/V,k=1,2,…,V 一 1, 这 些 根 分 布 在 单位 贺 
的 贺 周 上 , 随 着 V 增 大 ， 单 位 加 上 根 的 密度 也 增加 ， 有 些 根 将 逐渐 接近 z = 1 的 
点 ,该 点 是 根 分 布 的 极限 点 

函数 In5 在 * > 1 和 z < 1 时 有 不 同 的 极限 值 : 


. 人 
5 加 .js 加 [人 
一 ln(1 十 2)， 
上 
人 Hn Sms = jm, Sm| zi 
=lnz+ln(l+2). 


PP _J ml+a)， Blt 
kT In(1 + 2z)+ lnz, Sm 
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显然 , 在 z 一 1 点 己 是 连续 的 . 再 看 比 容 的 方程 


Zz 


me 和 
1+z 
Ch 2 守 
2>1. 
在 z=1 点 , 比 容 为 不 连续 . 由 上 述 结果 得 P 
到 状态 方程 为 
hn 二 I v>2; 
卫 二 ln2 2>v> 2 
kT 3 | 
MC) 2 1 | 1 
(2u — 1)2， Bg | | 
夯 出 已 ~ v" 曲线 (图 5.6.5)， 可 看 出 这 " 
图 5.6.5 


是 一 个 典型 的 一 级 相 变 曲线 
5.7 相关 函数 及 临界 散射 


1, 流体 系统 中 的 密度 相关 函数 
考虑 一 个 由 N 个 粒子 组 成 的 流体 系统 ， 宏 观 体积 为 VY， 系 统 处 在 平衡 态 ，N 


个 粒子 的 坐标 和 动量 可 以 表示 为 
在 流体 中 任 一 点 ", 密度 可 用 5 函数 表示 ， 
N 
nr)=》 6r-r), (5.7.1) 
i=1 


其 中 vi 是 第 i 个 粒子 的 空间 坐标 . 粒子 密度 在 巨 正则 系 综 中 的 平均 值 为 


(n(™)) 过 Ts / dNrdNpn(r)exp(-BEN + BuN). (5.7.2) 


显然 ,对 均匀 系统 (n(7)) 与 粒子 位 置 无 关 , 有 


(nr) = (¥) = 
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定义 一 个 基 : 


(n(r)n(r’)) > mw rd"p 
x an )exp(—BEN + BuN). (5.7.3) 


从 这 定义 不 难看 出 ， (ntr)n(r')) 是 表示 了 如 果 已 经 知道 在 " 点 有 一 个 粒子 ， 
在 7 点 找到 一 个 粒子 的 概率 , 从 这 意义 上 讲 , 这 是 条 件 概率 . 
定义 密度 相关 函数 为 


Glrsr) = (n(n) = (n(n))] [nlr’) ~ (nl)]). (5.7.4) 


可 见 密 度 相 关 函 数 是 表示 了 7 点 与 ” 点 密度 涨 落 之 间 的 相关 . 对 空间 均匀 系统 , 相 
关 函 数 只 依赖 于 两 点 的 位 置 差 , 可 写成 G(r 一 7 ), 故 对 均匀 系 , 方程 (5.7.4) 可 改 
写成 
G(r —7") = (n(r)n(r’)) —n2. (5.7.5) 
由 于 当 fr 一 咱 一 oo, 在 "与 "找到 粒子 的 概率 为 独立 的 , 也 就 是 密度 为 不 相关 
的 , 即 
(n(r)n(r)) = (n(n) n(n) = ro 00. (5.7.6) 
由 方程 (5.7.5) 可 知 : 
Grr) 0 当 m 一 中 一 oo. (5.7.7) 


从 相关 函数 的 定义 不 难看 出 ，G(r 一 7 ) 对 |r 一 "| 的 依赖 关系 与 体系 的 相互 
作用 有 关 , 图 5.7.1 及 图 5.7.2 分 别 画 出 了 与 刚 球 势 及 Lennard-Jones 势 对 应 的 相关 
Mu 站 u(7) 


4 
GD 
G(7) 


图 5.7.1 刚 球 势 及 其 相关 函数 图 5.7.2 IJ 势 及 其 相关 函数 
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函数 . 不 难 想到 ， 如果 我 们 已 经 知道 体系 的 相互 作用 势 , 则 可 从 定义 直接 计算 出 体 


系 的 相关 函数 . 
2. 相关 函数 与 等 温 压 缩 率 的 关系 
首先 考虑 总 粒子 数 的 涨 落 : g 
((N — (N))’) = (N?) — (N)? (5.7.8) 
由 系 综 理 论 可 知 : 
kTOS _ ,p/ns 
Ms So 好 (2 Op ) 
| 2 kT? /25 
WN) BK) = 三 ( 琵 ) 
PTO0 /2M) . O(N) 
Ss 总 ( kT ) = (NY + On ji 
用 上 述 结果 可 将 (5.7.8) 式 写 成 
下 2 _ umna(N) 82lnS 
((N — (N))?) = kT 总 = R27? (Se ) (5.7.9) 
在 巨 正则 系 综 ， 有 
PV 
= lns, 
将 (5.7.9) 式 写成 
2 
(orp) = [ED] 
oP | 
=kTV (ga (5.7.10) 
可 以 由 热力 学 关系 VdP = SdT + (N)dp, 得 
EY EN 
( 吕 ) -= 7 =" (5.7.11) 
将 (5.7.11) 式 代入 (5.7.10) 式 : 
(0m)=m7 AY)], 
(5.7.12) 


_WeTV [87 
VV Op TN 
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定义 等 温 压 缩 率 为 


A ee 


所 以 (5.7.12) 成 为 


((W-(w)2) = 


理想 气体 的 等 温 压 缩 率 避 可 由 状态 方程 很 容易 得 到 
态 = 坟 i 15.7.15) 


a nr = (N)nkTir. (5.7.14) 


最 后 可 得 等 温 压 缩 率 与 粒子 数 涨 落 间 的 关系 为 


Ar _ ((N— (N))’) 
算 = (5.7.16) 


下 面 我 们 进一步 导出 密度 相关 函数 与 等 温 压 缩 率 之 问 的 关系 : 


(N= (N))®) =( /arn(r) = (nln) 


x/ dr’[n(7’) — (n(r’))] 
= J ar f eratr 一 7/). 


由 于 对 一 个 均匀 即 具有 平移 不 变性 的 系统 ，G(r 一 7') 只 依赖 于 坐标 差 , 对 "及 7/ 
积分 时 ， 只 需 对 其 中 一 个 变量 积分 ， 另 一 个 只 贡献 一 个 体积 因子 ,， 故 上 式 可 写成 


用 相关 函数 定义 (5.7.4) 得 


((N-(N))®)=V / dr”dr”G(r’) (5.7.17) 
并 (5.7.16) 式 和 (5.7.17) 式 可 得 
符 =n-! / drG(r) (5.7.18) 


以 上 结果 说 明 , 当 体系 接近 临界 温度 时 ， 等 温 压缩 率 是 发 散 的 ， 必然 使 密度 涨 落 变 
得 很 大 , 相关 函数 也 变 得 很 大 , 或 者 说 , 体系 在 很 大 范围 内 都 是 相关 的 . 
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3. 临界 散射 


当 有 一 束 光 或 XX 射线 等 入 射 到 流体 中 ,射线 将 被 流体 散射 ， 假设 散射 是 弹性 
的 , 即 射线 能 量 远 大 于 体系 的 激发 能 ,如果 流体 是 处 在 临界 温度 下 , 散射 强度 将 明 
显 增 长 , 这 种 现象 就 是 临界 散射 . 用 9g = k, - ko 表示 散射 过 程 的 动量 转移 ( 见 图 
5.7.3), 有 


0 
4=|al=2ksins, k=lkol |ksl. 


散射 强度 可 表示 成 
N 2 
IT(q) -( > o(g) 上 “(5.7.19) 
j=1 
其 中 aj(q) 是 来 自 于 第 ; 个 粒子 的 散射 
振幅 . 来 自 于 体系 中 两 个 不 同 粒子 的 散 [3 9 
射 振幅 之 间 的 关系 可 用 相 因 子 来 表示 ， 局 2 
oj(g) = al(g)jexplig (7; 一 mi] (5.7.20) 图 5.7.3 ”散射 过 程 的 动量 转移 
因此 ， 
N [3 
1(q)= ( al(g) > erig re) ) 
=1 
N 2 
= |a(q) ( Deior (5.7.21) 
j=1 


如 果 用 Jo(q) 表示 粒子 间 不 存在 相关 时 的 散射 强度 : 
Jo(g) = Nloa(g) 有 ， (5.7.22) 


从 方程 (5.7.21) 和 (5.7.22) 得 
Iq) _1 lop 
lq) -#( en 中 
1 y / 
= 二 | dr /dr 6(r — Ti)6(r — rj)e-iq (rr 让 
和 /人 ， 
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通过 用 粒子 数 密度 表示 (5.7.1) 式 及 (5.7.5) 式 , 可 将 上 式 改写 为 


溃 = Ff f are ntl) 
= Bf arse "ee —7’)+n2] 


2 
_V vr/ dnoier" Gr) + ng(g), (5.7.23) 


(5.7.23) 式 中 第 二 项 ， 只 对 q = 0 时 也 就 是 9 = 0 人 有 贡献 ,通常 可 以 
忽略 这 一 项 . 将 (6.723) 式 写 成 


区 1 /are Gr )= )= +s(). (5.7.24) 


其 中 S(q) 很 容易 看 出 是 G(r) 的 全 里 叶 变换 式 , 称 为 结构 因子 , 这 因子 可 从 实验 测 
其 得 到 .(5.7.24) 式 告诉 我 们 , 当 考 虑 流体 粒子 之 间 的 相关 时 , 对 动 其 转移 为 g 的 散 
射 波 强度 从 Jo(q) 变 为 1(q), 特别 是 当 体 系 处 于 临界 点 时 , G(7) 很 大 , 积分 值 就 会 
变 得 很 大 , 也 就 是 散射 波 强度 很 大 ,这 就 是 临界 散射 , 

如 果 在 一 玻璃 容器 里 装着 某 种 对 可 见 光 为 透明 的 液体 ， 当 液体 处 在 临界 点 附 
近 时 ， 从 外 观 上 看 液体 会 变 得 十 分 混浊 ,这 种 现象 称 为 临界 乳 光 . 其 原因 就 是 当 体 
系 处 在 临界 点 附近 时 , 相关 函数 变 得 很 大 , 或 者 说 体系 的 密度 涨 落 在 很 大 范围 内 都 
是 相关 的 , 由 (5.7.24) 式 , 体系 对 光 的 散射 变 得 很 强 , 这 就 是 临界 乳 光 现 象 . 


4. Ornstein-Zernike 理论 
我 们 将 体系 的 相关 函数 表示 成 
G(r—r’) = (PP -ra (一 )) ， (5.7.25) 
i=1j=1 ， 


在 (5.7.25) 式 中 值得 注意 的 一 点 是 ，G(r 一 7') 中 并 没有 排除 i= j 的 项 , 这 意味 着 
相关 函数 不 仅 包括 两 个 粒子 间 的 相关 , 也 包括 了 一 个 粒子 与 它 自身 的 相关 , 我 们 将 
G(r 一 7?) 分 成 两 项 : 


G(r—r)=n6(r—r)+nT(r — 7), (5.7.26) 


(5.7.26) 式 中 的 第 一 项 来 自 于 粒子 和 它 自 身 的 相关 , 而 第 二 项 来 自 于 两 个 不 同 粒子 
之 间 的 相关 ， 此 项 中 加 了 系数 n2, 使 Fr 一") 成 为 一 个 量 纲 为 一 的 量 , 我 们 引进 
直接 相关 函数 C(7), 通过 其 傅 里 叶 变 换 


CO -= [ Cir)exp(-ig rar 
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来 定义 C(7), 而 C(g) 为 . 
Clq) = F(a)/(1+nF(g)), (5.7.27) 
其 中 六 (gq) = /T(r)exp(-iq .7)dr， 在 高 温 下 , 站 (q) ~ 0 则 C(q) ~ 六 (gq), 而 当 
T 一 Te, 站 (q) 一 00, 则 Clq=0)=JC(r)dr ~n-!, 故 C(q) 并 不 很 强烈 地 依赖 于 
温度 了 ,可 见 函 数 C(r) 是 反映 了 短程 的 相关 . 为 了 了 解 C(7) 的 物理 意义 及 Clr) 
与 P(r) 的 关系 , 写 出 (5.7.27) 的 道 变换 式 : 


T(r 7)= Cr 一 rm 二 / Clr mo) T(r dr’. (5.7.28) 

显而易见 这 是 一 个 积分 方程 ， 被 称 为 i ct) 
Orstein-Zernike 积分 方程 ， 当 用 迭代 
法 求解 时 ,可 用 图 5.7.4 形象 地 表示 出 ZE 27 
来 , C(r) 是 表示 了 粒子 间 的 短程 相关 ， Tt 
而 T(r) 则 是 这 种 短程 相关 的 传播 所 引 和 2 
起 的 长 程 相关 图 5.7.4 解释 P(r) 与 C(r) 关系 的 示意 图 

O-Z 理论 的 主要 目的 是 通过 计算 结构 因子 5(q) 来 表示 出 相关 函数 G(7). 假设 
C(g) 在 q = 0 附近 可 展开 成 泰勒 级 数 ， 对 各 向 同性 系统 : 


Clq) = C(0)+ Som, T)q', (5.7.29) 
{=0 
系数 Ci(n,T) 由 麦克 劳 林 展开 得 到 
> »_1[a, 
GT = 区 ceo] ， 
cx 和 / Wdp 人 和 rt+2C(r)dm (5.7.30) 


其 中 第 一 个 积分 是 对 角度 的 积分 ， 当 1 为 奇数 时 ， 积 分 为 0， 设 对 所 有 的 4, 系数 
Gu(m7) 为 有 限 的 ,由 (5.7.26) 式 的 储 里 叶 变 换 及 (5.7.27) 式 有 


1 a 1 
元 2(g) =1+n7(q)= I-nGg)’ (5.7.31) 


也 就 是 
5 =1-nC(g) 
=1—n[C(0) + C2(n,T)g? + O(q)] 
1—nO(0) 
C2(n, T) 
= R?[r? + q+ O(a)], .(5.7.32) 


= C2(n,T) 一 ng2 + O(g’) 
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其 中 ， 
R?= -mnCo(mT) x /cmar (5.7.33a) 


此 式 直接 与 二 阶 矩 有 关 , 而 


Ee 1 (5.7.33b) 
只 与 零 阶 矩 有 关 . 在 (5.7.32) 中 ,忽略 94 及 更 高 次 项 , 得 
Sl(q) _ _R™? 
i (5.7.34) 
通过 作 (5.7.34) 式 的 傅 里 叶 逆 变 换 ， 得 到 ” 很 大 时 相关 函数 G(r) 的 渐 近 形式 : 
1 e-mr 
G(r)~ 未 2 7 (5.7.35) 
由 (5.7.34) 得 当 了 一 To 时 ，A 一 0, 定义 ， 
€=r7! = «7!, (5.7.36) 


其 中 上 为 长 度量 纲 , 称 为 相关 长 度 .(5.7.35) 式 给 出 的 相关 函数 的 形式 , 是 0-Z 理论 
的 主要 结果 . 


5. 对 0-2 理论 的 修正 
当 我 们 将 0-Z 理论 应 用 于 空间 维 数 4 为 任意 的 情况 下 ， 我 们 必 须 在 对 方程 
(5.7.34) 作 傅 里 叶 逆 变 换 时 进行 相应 的 修正 : 
= Jsoerorao g = (@ gd)， (5.7.37) 


由 于 这 时 体积 元 dg = ge-1dg(sin91)4-?d901dQ4-1, 其 中 dg = |lql,dpa-l 是 (d- 1) 维 
的 立体 角 元 , 因此 (5.7.37) 式 成 为 


n=/ S(q) | fe ing "ao dfa_19" 1dg， (5.7.38) 
(5.7.38) 式 中 括 弧 里 的 积分 可 用 第 一 类 贝 塞 尔 函数 来 计算 : 
G(r) cc fa :0 A gt-1dg. (5.7.39) 


Fisher[5.3 已 作出 当 4d 为 任意 时 (5.7.39) 式 的 积分 结果 为 
(1) 固定 T> To( 即 上 > 0)r 一 oo 


= 
G(r) x A [ +O ( 去 | (5.7.40) 
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(2) 固定 让 工 一 7 上 +0( 即 上 一 0); 


{lnr)e-"™” [ 十 O ( 志 ) ，d=2; 


Gojx 4 2， d=3; (5.7.41) 
7 
Ss [1 + O(«r)], d>3. 


对 d = 3,(5.7.40) 式 中 高 级 项 恒 等 于 0，(1) 和 (2) 得 到 的 结果 相同 ,为 G(r) x 
人 一 le 一 Ar. 
当下 很 大 时 , 由 (5.7.41) 计算 相关 函数 为 
{ ln d=2; (5.7.42) 
T=To 


G 
0 #4 dz>3. (5.7.43) 


故 由 (5.7.42) 式 得 出 了 对 二 维 流体 7 很 大 时 相关 函数 随 ” 增 大 , 这 结果 显然 是 与 实 
验 不 符 . 对 二 维 有 最 近邻 相互 作用 的 伊 辛 模型 ,可 严格 求解 自 旋 相 关 函 数 , 得 


T > Teo,G(r) ~ e-™ /rs; (5.7.44) 

T=Tc,G(r) ~ 广 ; (5.7.45) 
人 ”: ke 

T<Te,G(r) ~ ee "/r?, (5.7.46) 


显然 对 了 > Tc 时 (5.7.44) 式 与 0-Z 理 论 [(5.7.40) 式 ] 是 一 致 的 ,而 T= Te 时 与 
0-Z 理论 [(5.7.41) 式 ] 不 一 致 ,0-2 理论 不 能 给 出 < Te 的 结果 .Fisker 和 Compls.l 
证 明 对 一 般 包括 次 近邻 相互 作用 的 伊 竣 模型 ， 相 关 函 数 可 表示 为 (对 B 关 0 和 
T=Tc) 
G(r) = CB) EI +D(UB)S (5.7.47) 
由 于 对 二 维 具 有 最 近邻 相互 作用 模型 , < Te 时 C(B) = 0, 得 到 了 0O-2Z 理论 中 不 
能 得 到 的 结果 ; 为 了 解决 了 = Te 时 0-Z 理论 的 矛盾 ，Fisher54) 对 O-2Z 理论 作 了 
修正 , 当 9 小 时 , 引进 参数 n, 将 (5.7.34) 改 为 


sgj ~ tm, dvw0. (5.7.48) 
T=To 


对 0-Z 理论 7 = 0 引进 7 后, 相关 函数 为 
G(r) 


rr-240)， 7 大 时 . (5.7.49) 
T=7c 
对 二 维 伊 辛 模型 ，(5.7.49) 是 严格 正确 的 ， 有 7 = 1/4, 对 三 维 伊 辛 模型 , 数值 计算 、 
给 出 7 = 0.041,n 被 称 为 临界 指数 (有 关 临 界 指数 的 详细 讨论 见 5.8 节 ). 
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5.8 序 参量 及 临界 指数 


从 20 世纪 50 年 代 以 后 , 相 变 理论 的 研究 进入 了 一 个 新 的 阶段 , 从 本 节 起 我 们 
将 介绍 一 些 最 近 发 展 起 来 的 相 变 理论 . 
对 二 级 相 变 , 我 们 可 以 定义 一 个 物理 量 - 序 参量 来 定量 地 加 以 描述 , 序 参量 可 
， 直 观 地 解释 为 表示 体系 有 序 程度 的 物理 量 , 因而 对 不 同 的 体系 , 对 应 着 不 同 的 物理 
基 , 在 铁 磁 相 变 中 自发 磁化 强度 M 为 序 参 量 ， 而 液 气相 变 中 液 相 与 气相 的 密度 差 
(pL 一 pG) 为 序 参量 , 各 种 不 同 相 变 的 序 参量 及 相应 的 临界 温度 被 列 在 表 5.8.1 中 . 


表 5.8.1 ”各 种 相 变 的 序 参量 及 临界 温度 


相 变 序 参 量 实例 Toe/K 
液 - 气 密度 差 pL 一 pG H2O 647.05( Po=218 a tm) 
铁 磁 M Fe 1044.0(B=0) 
反 铁 磁 子 晶 格 磁化 FeF2 98.26(B=0) 
入 相 变 He 原子 概率 振幅 4He 1.8~2.1 
超 导 电子 对 的 概率 振幅 Pb 7.2(B=0) 
二 元 溶液 pi—p2 Cl — CrF14 301.78 
二 元 合金 其 炊 CuZn 739 
铁 电 电极 化 强度 KH2PO4 120(B=0) 


作为 序 参 量 ， 满 足 一 个 共同 的 特点 ， 即 在 工 < To 时 , 序 参 其 是 温度 了 的 单调 
下 降 函 数 ， 当 7 了 > Tc 时 序 参量 为 0. 更 具体 的 讲 ， 在 低温 有 序 相 ; 序 参量 不 为 0， 
随 着 温度 升 高 , 序 参量 连续 下 降 , 直到 7 > Te 序 参 量变 为 0. 在 临界 温度 两 边 , 序 “ 
参量 是 连续 变化 ， 没 有 姥 变 , 这 是 与 一 级 相 变 不 同 之 处 . 一 级 相 变 也 可 以 定义 一 个 
序 参 地 , 但 序 参量 在 相 变 点 二 边 会 产生 脆 变 . 

二 级 相 变 的 研究 中 , 除了 临界 点 和 序 参量 外 ， 另 一 个 感 兴趣 的 问题 就 是 物理 其 
在 临界 点 附近 的 行为 . 实验 和 理论 研究 表明 , 当 温 度 了 很 接近 于 Tc 时 ,一 些 物 理 
基 可 以 表示 成 守 函 数 的 形式 ,这 些 数 寡 被 称 为 临界 指数 首先 以 铁 磁 相 变 为 例 ,给 
出 临界 指数 的 定义 . 

(1) oa: 当 外 磁场 B = 0 时 ， 系统 的 定 磁场 比 热 Ce 在 临界 点 附近 的 奇异 行 
为 可 表示 成 : x 


. Cp x (T-Tco)™®, T~Tot+D 
Ca x (Te —T)-®, 了 一 To-0. 


XX 及 cc' 为 临界 指数 . 在 理论 研究 和 实验 测量 的 误差 范围 内 ,， 有 ao=o%', 且 a 是 很 小 
的 正 数 , 这 有 可 能 意味 着 比 热 具 有 的 是 对 数 奇异 性 . 
(2) 8:8 是 表示 序 参量 随 温度 变化 的 临界 指数 .在 磁 相 变 中 就 是 自发 磁化 M， 
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当 B=0, 有 
MI(T,0) «x (Te -7T)2， T—To-0. 


序 参量 在 了 > Tc 时 为 0, 所 以 8 与 a 不同 , 只 有 一 个 指数 , 而 没有 6 
(3) 7: 磁 系 统 的 零 场 磁化 率 定义 为 


如 ) | 
入 = (2 
(器 TIB=0 


当 了 一 To 时 , Xx 以 等 函 数 形式 趋 于 无 穷 ， 
Xx(T-To)™, 了 一 To+0; 
Xx(T0-T) YY, 7 一 To-0. 
7 与 Y 亦 为 临界 指数 . 现 有 的 实验 和 理论 都 发 现 有 y= 
(和) 5: 当 外 场 B 很 小 , 在 T= Tc 时 序 参量 与 外 场 的 关系 为 
M cx BY/s. 
6 则 是 另 一 个 临界 指数 . | 
(5) n: 与 液 汽 系统 相关 函数 相 类 似 ,， 可 以 引进 自 旋 密 度 相关 函数 ， 定 义 为 
Cr) = ((S(r) 一 (35))0S(0) — (5))). 
根据 上 节 讨 论 及 液 气相 变 与 磁 相 变 的 相似 性 ， 按 照 Fisher 理论 ， 自 旋 密 度 相 
关 函 数 在 7 很 大 , T= Tc 时 有 
Cr) x rd-2+n), 
其 中 d 是 空间 维 数 , n 就 是 临界 指数 . 
(6) v,v': 相关 长 度 是 表征 了 体系 相关 区 域 的 大 小 , 由 5.7 节 的 讨论 可 知 , 在 
了 一 Tc 时 相关 长 度 发 散 ， 可 表示 成 
étécx (T-To)™, 天 一 0 十 册 
€x(Te-T), 7 一 To-0. 
已 有 实验 和 理论 都 表明 v= wv, 但 是 了 > To 与 了 < Tc 时 , 可 有 不 同 的 比例 系数 . 
以 上 我 们 给 出 了 临界 指数 的 定义 ， 这 些 临界 指数 对 不 同 的 材料 或 不 同类 型 的 
相 变 有 相近 的 数值 . 不 同 的 理论 方法 得 到 的 临界 指数 数值 可 以 不 同 , 有 时 甚至 差别 
较 大 , 表 5.8.2 及 表 5.8.3 分 别 列 出 了 临界 指数 的 实验 值 及 由 各 种 不 同 理论 得 到 的 
数值 . 
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表 5.8.2 ”临界 指数 的 部 分 实验 值 


相 变 材料 临界 温度 /K o B 5 7 
铁 磁 Fe 1044.0 <0.16 0.34 1.33 0.07 
反 铁 磁 RbMnFs 83.05 一 0.139+0.007 “0.316 士 0.008 ”1.397 士 0.034 0.067 士 0.021 
液 气 CO 304.16 1/8 0.3447 士 0.0007 1.20+0.02 4.2 
二 元 溶液 CCL-C7F14 301.78 0.335 土 0.02 1.2 ~4 
二 元 合金 Co-Zn 739 0.305 士 0.005 1.25 士 0.02 


表 5.8.3 ”临界 指数 的 理论 计算 值 


理论 模型 oa 有 了 6 分 v 

平均 场 理论 0 1/2 1 3 0 1/2 
二 维 伊 辛 模型 (严格 解 ) ~0 1/8 7/4 15 1/4 小 
二 维 伊 辛 模型 (级 数 解 ) 0.125 0.312 1.250 5.15 0.055 0.642 


三 维 伊 辛 模型 ( 重 正 化 群 ) 0.110 0.340 1.241 4.46 0.037 0.630 


但 不 管 是 各 种 不 同 的 理论 值 或 实验 值 , 临界 指数 间 都 满足 同样 的 关系 式 : 


a+26+TY= 2， (5.8.1) 

a+pG6+D=2， (5.8.2) 
d= 

dg 一 2 一 由 (5.8.3) 

v= 6(1+0)/d, (5.8.4) 


其 中 d 为 空间 维 数 . 前 两 个 称 为 标 度 关系 ,后 两 个 称 为 超标 度 关系 . 这 些 式 子 的 成 
立 到 目前 为 止 ， 尚 无 法 加 以 严格 的 证 明 . 但 是 在 这 些 关系 被 发 现 之 前 ,从 热力 学 的 
角度 出 发 ， 已 经 证 明了 临界 指数 之 间 存 在 着 一 些 不 等 式 的 关系 ， 称 指数 不 等 式 ， 


a +26+7Y>2， 3 (5.8.5) 
a+p(1+6) >2, (5.8.6) 
6—1 
一 一 一 之 2 一 5.8. 
di>2 (5.8.7) 
d:v22—a, (5.8.8) 


其 中 (5.8.8) 式 与 (5.8.4) 式 略 有 不 同 , 但 当 这 些 不 等 式 都 以 等 式 的 形式 出 现时 , (5.8.8) 
式 与 (5.8.6) 式 的 组 合 就 可 得 到 (5.8.4) 式 ， 作 为 例子 ， 我 们 从 热力 学 关系 来 导出 
(5.8.5) 式 . 

对 磁 系统 , 炉 5 可 以 表示 成 


的 -的 的. 的， 


5.8 ” 序 参量 及 临界 指数 237. 


5 是 B,M,T 的 函数 , 即 这 三 个 变量 间 有 函数 关系 f(B, M, 了 T) = 0( 类 似 于 液 气 系统 
中 的 状态 方程 ), 从 微分 原理 得 


( 吕 )， (加 (器 ) =- (5.8.10) 


的 ,的 )， 加 


用 Maxwell 关系 : 
代入 (5.8.10) 式 : 


再 将 此 式 代入 (5.8.9), 有 


( 蓉 ),- (器 ),- (党 )， (路 ) : (5.8.12) 
由 下 述 三 定义 ， 


05 05 DMI 
on -7 (站 ) ,C9=7 (路 ) ,X= ( 吕 ), 


代入 (5.8.12) 式 得 


Xr(CB — Cu)=T ( 父 


一 个 系统 如 果 是 稳定 的 , 必须 满足 条 件 : 


得 
2 
Cp > TX7! ( 终 ) y (5.8.13) 
B 
考虑 一 个 系统 , 外 场 B = 0,T 一 Tc 一 0, 按 临界 指数 定义 ， 
Cp=ATo-T)™ Sr=A(Te-T)Y 
M = A’(Te -.T)". 


代入 (5.8.13) 式 ， 
4(Te —T)-® > BTe(Te — T)Y+2(8-D). (5.8.14) 
如 果 有 函数 f(z) > g(z), 则 Inf(z) > lng(z), 而 z <1 则 Inz < 0 所 以 
Inf(z) _ Ing(z) 


a 


lnz lnz 
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令 f(z) = 4z", 得 


然后 将 这 些 结果 用 于 (5.8.14) 式 , 最 终 得 
-oa &Y+2(8-1) 


或 
af +28+7Y >2. 
其 他 几 个 不 等 式 也 可 以 类 似 地 从 热力 学 普遍 关系 出 发 加 以 证 明 , 但 数学 过 程 
更 复杂 ， 有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 [5.5],[5.6],[5.7]. 
最 后 需 指出 的 一 个 十 分 令 人 感 兴趣 而 又 尚未 解决 的 问题 是 ， 为 什么 从 热力 学 
普遍 原理 导出 的 指数 不 等 式 在 临界 现象 中 以 等 式 的 形式 出 现 ， 换言之 也 就 是 如 何 
从 数学 上 严格 证 明 标 度 及 超标 度 关系 的 问题 . 


5.9” 朗 道 的 唯 象 理论 


从 前 面 的 一 系列 讨论 中 可 以 看 出 , 对 不 同 的 物质 或 不 同 的 模型 系统 , 在 临界 现 
象 中 都 有 很 多 共同 的 特点 因而 建立 一 个 不 依赖 于 具体 系统 的 唯 象 理论 是 可 能 的 ， 
对 了 解 临界 现象 的 本 质 也 将 会 是 有 益 的 . 朗 道 的 二 级 相 变 理论 就 是 一 种 唯 象 理论 . 
朗 道理 论 是 基于 在 临界 点 系统 的 微观 对 称 性 产生 突变 这 想法 出 发 , 假设 系统 的 自由 
能 可 以 展开 成 序 参量 的 震级 数 , 对 磁 系 统 而 言 , 将 已 展开 成 M 的 宕 级 数 ， 


F(T, M) = F(T,0) + aM? + bM4 +..., 


其 中 a,b 是 温度 的 函数 .由 于 当 磁 化 方向 改变 时 , 的 值 不 变 , 因而 展开 式 中 不 出 
现 M 的 奇 次 项 . 外 场 B= (9FV8M)r, 当 无 外 场 时 有 


( 茵 ),- (2a+4bM?+.:)M =0. (5.9.1) 
因而 此 式 决定 了 M. 等 温 磁 化 率 为 
Xr!1= ( 节 ) = 2a+12bM?+.…. (5.9.2) 
本 


为 使 T< To 时 M 关 0, 系数 b 必 须 与 a 反 号 , 且 当 T>Tc 时 有 a> 0,b> 0， 
而 为 了 使 了 一 Tc 时 Xz 发 散 , 要求 当 了 T= Tc 时 a = 0, 由 这 些 考虑 可 得 出 
a=a(T -To)+:…, a >0; 
b(T) = b(Te) + VT — To)+*, b(Tce) > 0. (5.9.3) 
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于 是 由 上 述 分 析 , 可 直接 导出 各 临界 指数 ， 
当代 < Te 时 , 系统 的 自发 磁化 为 


ao， 了 1112 


得 到 指数 8 = 蔷 T > Te 时 由 M = 0 及 (5.9.2) 式 得 到 Y = 1 而 了 > Te 时 将 
(5.9.4) 式 代 入 (5.9.2) 式 得 
X7! = 44'(Te —T7). 


此 式 得 出 Y=1. 
由 热力 学 关系 : 


__ /or _ /05 
3=-( 和 路 ),。， 09=7 (路)，， 


当 T> Tc 时, M =0 得 


_ _ OF(T,0) 
Ce = 一 一 5 (5.9.5) 
当 T< Te 时 M 由 (5.9.4) 式 表示 , 得 
a2 02F(7T,0) 3 a2b’ 
Ce = 了 (多 - 2) -3 TT -To). (5.9.6) 


通过 比较 (5.9.5) 式 及 (5.9.6) 式 可 看 出 , 比 热 在 Tc 处 有 一 个 有 限 的 路 变 ， 由 
(5.9.5) 式 有 a = 0, 当 了 很 接近 于 Te 时 To 一 了 1, 所 以 从 (5.9.6) 式 可 得 o = 0， 

最 后 , 考虑 指数 5, 由 

OF 
B= (|) =f2o(T- 2] M +. 
( 熙 ). = [2ao(T -Tc)+4BM2] M+ 
在 工 = To 时 得 5= 3. 

将 所 得 的 临界 指数 与 表 5.8.3 相 比 , 可 看 出 朗 道理 论 与 平均 场 理 论 所 得 结果 是 
相同 的 . 其 原因 主要 是 朗 道理 论 中 所 考虑 的 物理 量 亦 是 平均 值 ,而 没有 考虑 体系 中 
各 物理 基 的 涨 落 . 而 这 理论 在 数学 形式 上 比 平均 场 近似 简单 得 多 , 且 不 受 具体 物理 
体系 的 限制 . 
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从 热力 学 普遍 原理 导出 的 指数 不 等 式 , 在 临界 现象 中 均 以 等 式 的 形式 出 现 . 除 
了 我 们 在 5.9 节 中 列 出 的 四 个 指数 不 等 式 外 , 还 存在 着 很 多 其 他 的 指数 不 等 式 , 这 
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些 不 等 式 是 否 均 以 等 式 的 形式 出 现 ? 要 回答 这 一 问题 必须 对 标 度 关系 作 更 深入 的 控 
讨 . 1965 年 Widomls 引 提出 了 标 度 理论 , 这 是 一 个 唯 象 理论 , 它 得 到 了 临界 指数 之 
间 所 满足 的 一 些 关系 , 但 得 不 到 临界 指数 的 数值 

先 定义 广义 齐 次 函数 的 概念 

定义 : 如 果 函 数 f(z,5) 对 参数 和 所 有 值 满足 关系 


f (Xz, My) = Af (L,Y). (5.10.1) 


称 f(z,9) 为 自 变量 z,y 的 广义 齐 次 函数 . op 称 为 标 度 参数 或 标 度 短 . 

广义 齐 次 函数 有 两 个 重要 性 质 : 

(1) 如 果 函 数 f(z,y) 是 广义 齐 次 函数 ， 则 f(z,y) 的 任何 次 偏 导数 也 是 广义 齐 
次 函数 . 即 


如 果 
f(z°, My) = Af (ZY), 对 所 有 入 ; 
则 
Jr(Xea Xeg) = 和 jjr(z1y)， 对 所 有 X. 
证 明 
0i Ok* 0i Ok 
Mfjk(TYy) = Ba By (® W)= B77 Bye/ 1, Aby) 
0 HX) OF ONY) yo Yo 
= B07 O07 DOW Oy To 人) 
= Xt (Az, NY). 
令 
Al-0i-bk = X， 
则 
fn Ny) = fx(oW). 
令 
2 a 二 b 
i Ta ok" 
所 以 


fi (NT, N'Y) = Nir (sD). 


(2) 如 果 函 数 f(z,y) 是 广义 齐 次 函数 , 则 f 的 Legendre 变换 也 是 广义 齐 次 函 
数 . 
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证 明 : 
令 
5 内 (5102) 
则 g(wy) = f(z,9) 一 uz 是 了 的 Legendre 变换 . 由 (5.10.1) 式 两 边 对 > 求 导 数 
Xfi(Xz, Ny) = Af(z,Y) 
可 写成 
UX, NY) = AL-oaat(z)2) (5.10.3) 
所 以 
gou, Xeg) = glu(Xz, Ny), Ny] 
令 ， 
Nz=2, Ny=Y. (5.10.4) 
(5.10.4) 式 成 为 


gM- My) = glu(z,9),Y) 
= f(z,9) — zu(z,Y). (5.10.5) 
再 由 (5.10.1) 式 、(5.10.3) 式 及 (5.10.4) 式 
go Ny) = F(z,Y) — Nz[AT uz,y))] 
= Af(z,9) — zu). 


为 了 导出 标 度 关系 , Widom 引进 了 标 度 假设 : 
在 临界 温度 Te 附近 , Gibbs 函数 G(t, B) 是 一 个 广义 齐 次 函数 ; 即 存在 两 个 参 
数 a 和 b, 对 任意 入 值 ,有 


G(Xt, VB) = AG( B), (5.10.6) 


将 (5.10.6) 式 对 B 求 导数 


DO 
COHNB) = MB 8), 


NM(Xt, VB) = AM(t, B), (5.10.7) 
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令 =0,T 一 To 一 0 时 由 (5.10.7) 式 得 
M(t,0) = WN-1M(X®t, 0). 


由 临界 指数 6 的 定义 ， 
M(t,0) = C(-b2， 


然后 将 (5.10.9) 式 代 入 (5.10.8) 式 
C(-b8 = XI1(-tXe)6 = M1. XapC(-b8. 
所 以 、 


1-b 
re 


aB+b=1 或 :B= 
与 M 有 关 的 另 一 个 指数 为 6, 令 (5.10.7) 中 t=0,B 一 0 得 
M(0, B) = -1M(0, XB), 


由 5 的 定义 , 当 B 一 0 时 
M(0, B) = 0'B1/5. 


将 (5.10.12) 式 代入 (5.10.11) 式 得 
O’B'Ys = M10' BUSA/S, 
即 
6= Ts 
将 (5.10.7) 式 再 对 B 求 导数 , 得 
ABX(Mt. MB) = AX(t, B) 
令 忆 =0T 一 To -0 时 X(0) ~ (-b-Y ,由 (5.10.14) 得 


2 1 _ 入 
Cy I 


即 


类 似 的 , 也 可 得 到 


(5.10.8) 


(5.10.9) 


(5.10.10) 


(5.10.11) 


(5.10.12) 


(5.10.13) 


(5.10.14) 


(5.10.15) 


(5.10.16) 
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对 (5.10.6) 式 求 温度 的 二 阶 导数 : 
ACB(t,0) = MX2aCp(Xeb0)， (5.10.17) 


当 耻 一 To -0 时 , Cp(t,0) ~ (-bw (5.10.17) 式 成 为 


A 

(EM 
得 
(5.10.18) 
类 似 的 , 当 T 一 Tc +0 时 ,有 


=2--. 5.10. 
a (5.10.19) 


上 述 结果 使 四 个 临界 指数 可 以 用 两 个 标 度 参数 来 表示 , 即 四 个 量 中 只 有 两 个 是 
独立 的 , 从 (5.10.10) 式 、(5.10.13) 式 、(5.10.16) 式 及 (5.10.19) 式 中 消去 标 度 参数 a 
和 b, 就 直接 得 到 5.8 节 给 出 的 两 个 标 度 关系 (5.8.1) 式 和 (5.8.2) 式 . 

为 了 从 微观 上 论证 Widom 的 标 度 理论 , Kadanoffl5.9] 引进 了 标 度 变换 的 概念 ， 
且 在 他 的 理论 中 导出 了 超标 度 关系 (5.8.3) 式 及 (5.8.4) 式 . 但 Kadanof 理论 依然 是 
不 严格 的 , 它 只 是 将 标 度假 设 换 了 一 种 形式 出 现 , 但 这 种 形式 上 的 改变 , 使 从 物理 上 
对 标 度 假设 有 了 更 深 的 理解 , Kadanoff 理论 是 重 正 化 群 理论 产生 的 基础 . 

考虑 一 个 d 维 伊 辛 模型 , 配 位 数 为 g, 自 旋 总 数 为 N, 自 旋 之 间 有 最 近邻 相互 作 
用 . 系统 的 哈密 顿 量 写成 

$aN 
H=-J ,sis;— si= H{si}. (5.10.20) 
(17) 


现在 将 晶 格 分 成 许多 大 小 相同 , 边 长 为 LC(C 为 系统 的 晶 格 常数 ) 的 a 维 立 方 
体 , 称 这 样 的 立方 体 为 “元 胞 ”(Cell). 图 5.10.1 画 出 d = 2, 工 = 3 的 情况 , N 个 格 
点 被 分 成 n = N/L4 个 元 胞 , 每 个 元 胞 内 有 Ls 个 自 旋 . 我 们 对 元 胞 内 的 所 有 自 旋 ， 
采取 某 种 形式 的 平均 , 使 对 每 一 个 元 胞 也 可 以 用 一 个 自 旋 变量 来 描述 , 称 这 变量 为 
51,51 的 取 值 亦 为 士 1. 在 格 点 自 旋 之 间 有 最 近邻 相互 作用 , 显然 元 胞 自 旋 之 间 亦 必 
然 存在 最 近邻 相互 作用 . 以 元 胞 作为 最 基本 单元 , 可 写 出 哈密 顿 量 为 


$aNL™e $aNL™s 
H{S1}= -J 》 5157 一 HABr 3 Sr. (5.10.21) 
(17) 
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t LE 
二 和 
ll el | 
到 | 。|。| 。 罗 h 上 
咒 略 古 加 四 加 加 区 电 癌 卫生 加 六 
加 器 可 加 加 可 国语 
加 四 加 加 加 
hell 下 站 中 绅 半 可 站 
图 5.10.1 格 点 系统 ( 左 ) 与 元 胞 系统 ( 右 ) 
前 面 曾 指出 ， 当 系统 趋 于 临界 点 时 , 相关 长 度 & 趋 于 无 穷 , 因而 相对 于 & 而 言 ， 
体系 在 微观 尺度 上 的 一 些 差异 可 以 忽略 . 换言之 , 对 一 个 物理 体系 , 在 临界 点 附近 


作 尺 度 变 换 , 系统 具有 某 种 不 变性 , 这 种 不 变性 称 为 标 度 不 变性 . 在 我 们 现在 的 情况 
下 , 可 以 更 具体 看 出 这 种 标 度 不 变性 . 比较 (5.10.21) 式 与 (5.10.20) 式 可 以 看 出 , 如 
对 (5.10.20) 式 中 的 物理 其 重新 标 度 , 两 者 的 哈密 巾 基 形式 完全 相同 ， 由 此 可 推测 ， 
从 这 两 系统 计算 出 的 总 自由 能 亦 应 该 相同 . 即 


F(tr, BL)= F(t, B). 


以 f(t,B) 表示 一 个 格 点 的 自由 能 , 则 : 
fltr, Br) = Lf(t, B). (5.10.22) 


假定 元 胞 系统 的 变 其 与 格 点 系统 的 变 基 之 间 有 如 下 的 关系 : 


ts=L"t, Br,= LB. (5.10.23) 
(5.10.22) 式 可 以 表示 成 
f(L?t, LYB) = Lf(t, B). (5.10.24a) 
令 
A=L; a=z/d b=yd. (5.10.25) 
(5.10.24a) 成 为 < 
f(Xt, MB) = Af(t, B). (5.10.24b) 


(5.10.24b) 式 就 是 Widom 的 标 度假 设 . 这 种 从 格 点 系统 到 元 胞 系统 的 变换 过 程 , 通 
常 称 为 Kadanof 变换 . 需要 指出 的 是 从 形式 上 看 , 这 理论 导出 了 标 度假 设 , 但 是 这 
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种 推导 过 程 依然 是 基于 系统 的 标 度 不 变性 这 一 假设 , 而 这 假设 尚未 得 到 理论 上 的 严 
格 证 明 . 

为 了 导出 超标 度 关系 , 必须 考虑 系统 的 相关 函数 . 按 5.8 节 的 定义 , 格 点 系统 的 
相关 函数 可 表示 成 


Clr,t) = ((si — (si))(s; — (57))) 


= (8i8;) 一 (si)(s7). (5.10.26) 
对 元 胞 系统 的 相关 函数 为 
Clrr,tr) = ((S1 ~ (S71))(Sy 一 (S7))) 
= (S15J) ~ (S$1)(S7), (5.10.27) 


其 中 7 = ri 一 oj| 是 两 格 点 距离 矢量 的 值 , 同样 xz:= |rz 一 "J| 是 两 元 胞 距离 失 基 
的 值 . 引进 参 其 C, 其 定义 为 


LS1=L"D sa， ， (5.10.28) 


ieT 


求 和 是 对 一 个 元 胞 内 的 所 有 自 施 进行. 按照 Kadanof 理论 51 = +1, 可 得 
Crnts) = 让 高 Ds) -人 人 


Sn i1 je 

= 却 C(",). (5.10.29) 
对 所 有 的 ie 7,j & J 我 们 有 

Iri—rj|= Lrr— ryl = LrL. (5.10.30) 

可 将 (5.10.29) 式 写成 

C (579) = el 人 (5.10.31) 
下 面 考虑 哈密 顿 最 (5.10.20) 及 (5.10.21) 中 与 外 场 作用 的 项 , 有 

-Bs 一 23 (5.10.32a) 


由 (5.10.28) 式 、(5.10.32a) 式 左边 为 
-BD Ds= -BCL Sr (5.10.32b) 
I 


1 iel 
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令 
Br = LL:B, (5.10.33) 
用 (5.10.23) 式 , 有 
£L= I, 
(5.10.29) 式 成 为 
C (EL) = Pr0c(nDi 对 所 有 L (5.10.34) 


这 就 是 自 旋 相关 函数 之 问 的 标 度 关系 . 用 (5.10.25) 式 、(5.10.10) 式 及 (5.10.13) 


式 , 得 本 
z=ad= RTD y= bd= 4 十 (5.10.35) 
令 (5.10.34) 式 中 的 工 =7, 有 
O(n,t) = r+0 GO(1, rd/BO+S)). 


根据 临界 指数 的 定义 上 《一 二",，C(r,t = 0) ~ rd4-2+9 及 在 Kadanoff 变换 下 , 相关 长 
度 的 变换 关系 为 了 
Erptr) = én,). 
而 
é(ro tL) ~ ti = (Lt é(r,t) ~ 7, 


由 于 在 临界 点 处 相关 长 度 为 不 变 ( 见 5.11 节 的 讨论 ), 得 


= 工 = +6)/d, (5.10.36) 
及 
6 一 1 
di (5.10.37) 


利用 关系 > = od 及 a= 2 - 二 亦 可 将 (5.10.36) 式 写成 另 一 等 价 形式 ， 
dy=2—a. (5.10.38) 


至 此 , 我 们 由 Kadanof 理论 导出 了 5.8 节 所 给 出 的 四 个 标 度 关系 (5.8.1)~(5.8.4). 
亦 就 是 在 所 定义 的 六 个 临界 指数 中 只 有 两 个 是 独立 的 . 

本 节 的 最 后 , 简单 介绍 一 下 普 适 性 的 概念 . 从 5.8 节 的 表 5.8.2 可 看 出 , 对 物理 
上 非常 不 同 的 体系 , 而 实验 测 得 的 临界 指数 十 分 相似 , 这 似乎 说 明 在 二 级 相 变 中 , 代 
表 体 系 特征 的 一 些 性 质 , 如 晶 格 结构 , 相互 作用 性 质 等 并 不 重要 , 而 是 由 某 些 共性 在 
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起 主导 作用 . 20 世纪 60 年 代 后 期 , 在 总 结实 验资 料 的 基础 上 , 提出 了 普 适 性 假设 : 
只 有 两 个 量 决定 体系 的 临界 行为 , 即 空间 维 数 d 和 序 参量 维 数 n. 具有 相同 的 d 和 
“ n 的 体系 属 同 一 普 适 类 , 有 相同 的 临界 指数 , 亦 即 有 相同 的 临界 行为 . 
对 铁 磁体 , 序 参量 为 磁化 强度 , 微观 上 对 应 的 量 是 自 旋 , ”就 是 指 的 自 旋 矢 量 的 
分 量 数目 : 如 自 旋 只 能 取 值 +1, 即 n = 1, 就 是 伊 辛 模型 ; 自 旋 取 平面 上 的 各 种 可 
能 值 , 为 XY 模型; 自 旋 取 三 维 空间 的 可 能 值 时 , 为 海 森 伯 模 型 . 对 超 流 及 超 导 问题 ， 
序 参量 为 复数 , 相当 于 n = 2; 而 液 气相 变 及 合金 的 有 序 -无 序 相 变 均 属 n = 1. 需 
要 指出 , 普 适 性 是 根据 实验 资料 总 结 出 来 的 , 在 理论 上 尚未 得 到 严格 的 证 明 ， 
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20 世纪 70 年 代 初 Wilsons"19] 建立 了 重 正 化 群 理论 , 给 标 度 理论 以 坚实 的 数学 
基础 , 并 解决 了 标 度 理 论 只 能 得 到 标 度 关系 而 不 能 直接 计算 临界 指数 的 问题 , 发 展 
了 一 套 计算 临界 指数 的 微观 方法 . 本 节 首 先 介绍 重 正 化 群 理论 的 基本 思想 , 然后 结 
合 具体 的 模型 体系 讲述 如 何在 坐标 空间 实现 这 一 思想 ， 后 面 两 节 介绍 动手 空间 重 
正 化 群 . 

考虑 a 维 伊 辛 模型 , 晶 格 常数 为 C, 系统 哈密 顿 二 为 

$aN 


H= -J 》 sisj - 2 (7 > 0)， 
(17) 


令 
= 一 /NT 
= K1 sisj+ 各 2 
(17) 
= NH({si}, K, N), (5.11.1) 
其 中 K 为 而 合 常数 矢量 , 依赖 于 温度 . 现在 情况 下 
=+J/kT,” ”Ka = +uB/kT. (5.11.2) 
配 分 函数 为 
Z(K,N)= > exp[IH(K, {si}, N)]. (5.11.3) 


{se} 
我 们 将 格 点 系统 分 成 边 长 为 LC 的 元 胞 , 即 对 系统 作 Kadanof 变换 , {8;} 将 换 
成 {57}. 相应 的 哈密 顿 量 为 


H({S7}, KAN = Ki >》 SrSy 十 Kor 29 (5.11.4) 
(1,7) 
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配 分 函数 
ZK NIH) = 5 exp[H({S7), 天 NLA). (5.11.5) 
{Sr} 


元 胞 与 格 点 系统 的 配 分 函数 有 相同 的 形式 , 且 应 有 同样 的 值 , 即 
Z(KL, NL™) = 2Z(K, N). | (5.11.6) 
用 f(K) 表示 每 个 格 点 的 自由 能 : 
/(K) = jim 言 InZ(K, N) 
= Jim, 方 InZ(Ki, NL 
=L-4f(KL). (5.11.7) 
元 胞 系统 的 耦合 常数 应 是 格 点 系统 耦合 常数 的 函数 ， 可 用 一 个 变换 来 表示 ， 
Kr = RL(K). (5.11.8) 


这 个 变换 称 为 RG 变换 . 体系 处 在 临界 点 附近 时 , 相关 长 度 E(K) 很 大 , 但 仍然 是 有 
限 值 . 当 将 度 基 体系 的 长 度 单位 从 C 增 大 为 LC 时 , 用 新 的 长 度 单位 来 衡量 , 相关 
长 度 就 缩小 , 即 

ECKD) = (0， 


或 1 
S$[RL(K)] = 58(K). 
当 系 统 严格 处 于 临界 点 时 , K = Kc 相关 长 度 为 无 穷 ， 
€(Kc)= oo. 
则 
E[Rzr(Kc)] = 元 (Ko) = oo. 


所 以 
Rr(Kc) = Kec. (5.11.9) 


这 结果 说 明 在 临界 点 ， 对 系统 作 标 度 变换 时 相关 长 度 不 变 ; 或 者 说 临界 点 是 变换 及 
的 不 动 点 .从 几何 上 看 , 用 参数 K 的 各 分 量 作 坐标 轴 , 构成 的 空间 就 是 参数 空间 . 
参数 K 的 每 一 个 值 , 对 应 空间 的 一 个 点 , RG 变换 (5.11.8) 就 表示 将 参数 空间 的 点 
五 变 到 另 一 点 Kc. 如 果 在 参数 空间 有 一 点 Kc, 经 过 RG 变换 , 依然 是 这 一 点 , 称 
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Kc 点 为 变换 的 不 动 点 , 即 (5.11.9) 式 . 另 一 方面 如 果 体 系 在 临界 点 附近 , 在 RG 变 
换 下 , 相关 长 度 会 变 小 , 相关 长 度 越 小 , 意味 着 体系 的 实际 状态 离 临界 状态 越 远 . 从 
参数 空间 来 看 , 如 果 在 某 不 动 点 Kc 附近 任 取 一 点 K, 经 过 多 次 RG 变换 得 到 一 系 
列 点 K',K”,…, 这 些 点 离 不 动 点 Kc 越 来 越 远 , 也 就 是 相关 长 度 越 来 越 小 , 说 明 
系统 的 状态 离 临界 状态 越 来 越 远 , 故 Kc 所 对 应 的 状态 就 是 临界 状态 , 或 说 Kc 为 
临界 点 . 反 过 来 讲 就 是 临界 点 对 应 着 参数 空间 中 RG 变换 的 不 稳定 不 动 点 

变换 RL 的 集合 构成 一 个 群 , 称 为 重 正 化 群 . 简称 RG, 可 以 证 明 有 如 下 性 质 ， 

(1) 封闭 性 , 即 


Rr, Ri € RG = Rir' = Rr Rr € RG. 


(2) 结合 律 
(RE: Ri) Re = Rr: (Rr': Re). 
(3) 变换 律 
RLRr' = Rr'RL. 
(4) 有 单位 元 崇 
T=Ri. 


这 变换 不 存在 逆 变 换 , 所 以 是 一 个 半 群 . 重 正 化 群 与 其 他 变换 群 的 一 个 重要 区 
别 是 , 它 必须 与 所 作用 的 对 象 即 参数 空间 一 起 讨论 , 很 难 作为 一 个 抽象 群 来 单独 研 
究 其 结构 . 

有 了 RG 变换 后 , 寻求 体系 临界 点 的 问题 转 为 找 出 RG 变换 的 不 动 点 问题 . 用 
K" 表示 不 动 点 , 将 (5.11.9) 式 写成 不 动 点 方程 形式 : 


RL(K’)= K". (5.11.10) 


下 一 步 需 讨论 系统 的 临界 指数 . 设 K 为 二 维 矢量 , 即 K = (Ki1, Kz). 一 般 情况 
下 , RG 变换 为 非 线性 的 , 我 们 通过 在 K* 附近 作 级 数 展开 , 取 一 级 项 , 也 就 是 将 RL 
线性 化 , 有 


RL(K)= RL(K’)+ A(K — K"). 


即 
KL-K*=AK-K’). (5.11.11) 


其 中 4 为 线性 化 RG 变换 矩阵, 为 方便 起 见 以 后 直接 记 为 Re, 则 


DFI OKir 
OK OK2 
Ri= 
OK2L OK2L 
Ki=K?, Ka=K3 


OK! OOK; 
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可 以 将 Ri 对 角 化 , 其 本 征 值 为 和 1, Xz, 本 征 矢 e1, e2， 


A 0 . 
0 和 2 
Ael = Nel, Ae2 = Me2. 


令 6u1, 6uz 及 buir, 6uzL 分 别 代表 iK,6K 在 本 征 矢 上 的 投影 , 即 


6K = gulel + bu2e2, 
6KL = buiLel + du2Le2. 


方程 (5.11.11) 可 写 为 
6KL = RIK (5.11.12a) 
ax 1]=( 和 0 1]1{ i (5.11.12b) 
bu2L 0 2 bu2 
即 
ulL = NG, du2L = Mbu2. 


由 于 6ui 及 gu 分 别 代表 K1 及 Ks 在 参数 空间 高 不 同 点 的 距离 在 多 次 RG 
变换 下 有 


Gui = A6u1 = ou1 
6u2 一 Mbu2 一 M26u2 
所 以 如 果 本 征 值 和 > 1, 经 过 多 次 RG 变换 , 使 离 不 动 点 越 来 越 远 , 说 明 不 动 点 是 不 
稳定 的 , 这 样 的 本 征 值 称 有 关 本 征 值 , 反之 和 < 1 称 为 无 关 本 征 值 . 
用 jua 及 6u2 作 变 量 , (5.11.7) 式 自由 能 为 


f(bu1 6u2) = L-Af (NGu1, Mo6u2). 
与 (5.10.25) 式 相 比 , 令 bul =t,bu2 = B, 和 = Li 且 令 
A=(L)", N=(L). 


由 此 得 出 
.7 _ lInX» 
dlnL’ dm 
这 样 , 从 本 征 值 Xi 及 Xa 得 到 了 两 个 标 度 参数 a 及 b, 由 此 可 算出 全 部 临界 指 


数 . 


(5.11.13) 
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5.12” 实 空间 重 正 化 群 5 了 (RSRG) 


重 正 化 群 变换 可 以 在 动量 空间 亦 可 在 坐标 空间 ( 亦 称 实 空间 ) 进行 . 重 正 化 
群 理论 的 出 现 ,首先 是 在 动量 空 
间 进 行 , 以 后 才 发 展 到 实 空间 , 但 


后 者 更 易于 理解 和 接受 ， 因此 我 (SS CX 
们 先 讨论 实 空间 的 重 正 化 群 
我 们 以 二 维 三 久 朱 格 点 交代 Se 2 从 


辛 模型 为 例 , 讨论 如 何 实现 RG 变 
换 , 图 5.12.1 画 出 了 这 样 的 晶 格 . 
格 点 总 数 NN, 配 位 数 为 6. 可 将 系 图 15.12.1 二 维 三 角形 格 点 
统 哈密 顿 量 写成 


1 = -BH= KD a th Da (5.12.1) 
(17) 
首先 要 将 格 点 系统 划分 为 元 胞 系统 , 划分 的 原则 是 : 
(1) 每 个 格 点 属于 一 个 元 胞 , 亦 只 能 属于 一 个 元 胞 ; 
(2) 元 胞 系统 保持 原来 格 点 系统 的 对 称 性 及 配 位 数 ， 在 满足 这 两 个 条 件 下 , 元 
胞 的 划分 有 一 定 的 任意 性 . 
2 我 们 取 三 个 格 点 为 一 个 元 胞 (图 5.12.1 中 用 阴影 线 表 
示 的 部 分 ) 显然 满足 上 述 两 个 条 件 . 元 胞 总 数 N' = N/3. 让 
格 点 系统 的 晶 格 常数 为 1, 则 元 胞 系统 的 唱 格 常数 了 = V3， 
于 3 每 个 元 胞 内 有 nz = 3 格 点 . 
\ / _， 取 两 个 相 邻 元 胞 了 及 J( 见 图 5.12.1), 为 了 方便 将 两 
、/ 个 元 胞 中 每 个 自 旋 给 以 编号 (图 5.12.2). 可 以 将 自 旋 之 间 
的 相互 作用 分 成 两 类 : 一 类 是 同一 元 胞 内 , 自 旋 之 间 的 相互 
作用 , 即 图 5.12.2 中 1, 2, 3 之 间或 4, 5, 6 之 间 的 相互 作用 ; 
另 一 类 为 两 个 相 邻 元 胞 的 自 旋 间 的 相互 作用 即 图 5.12.2 中 
1, 5 及 3,5 之 间 的 相互 作用 . 据 此 , 将 Xt 分 成 两 部 分 : 


二 多 V, 
图 5.12.2 让 Ot 
其 中 ， 
Ho = Kl[s182 + s283 十 5153 + 8485 + 8586 + 8456 十 小 (5.12.2) 
V= Klsiss + sss ++] +h Dy si. (5.12.3) 
i 


为 了 便于 描述 元 胞 与 元 胞 之 间 的 相互 作用 ， 对 元 胞 也 必须 定义 一 个 自 旋 变 数 
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54, 与 格 点 自 旋 一 样 , 元 胞 自 旋 也 只 能 取 士 1 两 个 值 . 我 们 采用 “多 数 原则 ”. 具体 
讲 就 是 如 果 一 个 元 胞 内 多 数 自 旋 是 向 上 的 , 则 元 胞 自 旋 为 向 上 34 = +1, 否则 元 胞 
自 旋 就 向 下 57 = 一 1, 即 


S17 = sign(s{ + ss + + sh,), 


其 中 SY 表示 第 了 个 元 胞 内 的 第 i 个 格 点 自 旋 . 容易 想到 , 当 取 34 = +1, 或 57 = 

时 , 所 对 应 的 元 胞 内 的 自 旋 状 态 不 止 一 个 , 图 5.12.3 中 夯 出 了 一 个 2 
旋 状 态 , 前 四 个 状态 对 应 于 54 = +1, 后 四 个 状态 对 应 于 5; = -1. 为 了 使 元 胞 自 
旋 描述 与 格 点 自 旋 描 述 为 等 价 , 对 元 胞 自 旋 描 述 必须 定义 一 个 新 的 自由 度 cr, 用 6r 
的 值 来 区 分 同一 个 84 下 的 不 同 状态 . 图 5.12.3 中 or 的 值 为 1, 2, 3, 4. 每 个 元 胞 或 
者 整个 体系 的 任 一 自 旋 态 既 可 用 元 胞 自 旋 描述 , 也 可 用 格 点 自 旋 描 述 , 两 者 完全 等 
价 . 对 整个 体系 来 说 , 其 自 旋 态 用 格 点 自 旋 描述 为 


{8i} = (81, 82.** SN), (和 三 士 ]). 
用 元 胞 自 旋 描述 写 为 
{S17,01} = (S14,01; 8%,0%,**" SNON'). S17=+l, or=1,2,3,4. 


这 两 种 描述 方法 对 应 的 状态 兽 数 均 为 2*. 用 元 胞 自 旋 描 述 的 优点 在 于 可 将 元 胞 内 
自由 度 cx 与 元 胞 自由 度 3; 分 开 . 有 了 这 两 种 方法 , 将 配 分 函数 写成 
Z= oo” = ?eroty = 》 ‘ety, (5.12.4) 


5} {S701} {S57} {or} 


其 中 并 表示 在 给 定 5; 对 or 求 和 . 
{or} 
定义 部 分 迹 (partial trace)( 以 下 简写 为 (PT)) 为 


(PT)= ‘etY = er {s)), (5.12.5) 
{or} 


所 以 
2= DPT)= > ets (5.12.6) 
{50} {5 
从 (5.12.5) 式 看 出 , 求 和 是 对 cr 进行 , 实行 求 和 后 ， 部 分 迹 只 依赖 于 元 胞 自 
旋 57. 且 由 (5.12.6) 式 就 可 得 配 分 函数 . 为 了 计算 (P.T), 将 (5.12.5) 式 改写 成 如 下 
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形式 ， 


ba ba a 


四 


(PD)= 并 ev) 


{or} 


bp ‘(eV )ero 


= 》 "em 3 nm 


{or} 


= 4(eY)o， 


格 点 自 旋 


-lll 


-1-lr-1 


-1L-L1 


-bl 


{ory 


(5.12.7) 


元 胞 自 旋 及 内 部 自由 度 


11 


14 


-ll 


<1 交 
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其 中 ， 
A= 》 et， (5.12.8) 
{or} 
‘(ev )eno 
(ev)o = Te (5.12.9) 
eno 
{or} 


显然 (5.12.9) 式 中 出 现 的 (ev)o, 形式 上 很 像 系 综 平均 值 , 但 实际 上 并 不 是 , 原因 是 
这 里 出 现 的 ?to 只 是 哈密 顿 量 的 一 部 分 , 且 求 和 只 对 84 给 定 的 部 分 状态 进行 . 


将 eV 作 级 数 展开 ， 


1 1 
人 e")o= (+tV+aV + 有 +. 


(PT)=A(LtV IV + 


= A + (V)ot BV Do+ (VY)o +e) 


由 (5.12.5) 式 可 得 


Mt = In(P.T) 


…)o， 


=InA+In|i+ (Vo + lv)o+ (Vo + 5.12.10) 


2 
下 面 对 (5.12.10) 式 右边 第 二 项 用 累积 展开 


H =InA+(V)o+ 3(v)o —(V)8) 


二 机 (Ya = 3(V)o(V)o + 2(V)) + 


(5.12.11) 


可 以 逐 项 计算 上 式 的 值 . 考虑 到 Ho 只 包括 元 胞 内 自 旋 间 相 互 作用 , 有 


A= De 
{or} . 
N 
= 党 “exp 们 9) 
{or} Tl 
N’ 4 
-HH() 
I=1 \or=1 


(5.12.12) 
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其 中 7 表示 第 工 个 元 胞 中 自 旋 间 的 相互 作用 参照 (5.12.2) 式 可 写 为 


HY = 天 (sfs + shs! + s{s4). (5.12.13) 


4 
当 57 = +1 时 , 对 > ' 求 和 是 对 图 5.12.3 中 前 四 个 态 进行 , 相应 的 746 的 值 为 


or=1 


3K, 一 K, 一 K,-K. 有 


4 
和 ed = eK + 390-K. (5.12.14) 


or=1 


当 84 = -1 时 , 相应 于 图 5.12.3 的 后 四 个 态 求 和 , 将 得 到 与 (5.12.14) 式 完全 相同 的 
结果 . 且 均 与 工 无 关 , 于 是 有 


N’ 4 : AN! 
4= 工 D's = (eK+3eK) ， 


1=1 \o1=1 


InA=N’In(esK + 30-K) = N'ln Zo, (5.12.15) 


其 中 ， 


2Zo = esK +3e-K. 
下 一 步 计算 (V)o 项 , 由 (5.12.3) 式 得 


(V)o = 到 > ((sfsg)o+ (s&s¥)o) 
(17) 
二 
+ hy (sf)o + (sh)o + (的 )0) . (5.12.16) 
Tl 


由 于 (…)o 平均 是 对 ?to 进行 , 而 ?to 中 只 包含 元 胞 内 自 旋 相 互相 用 , 而 不 包括 元 胞 
间 自 旋 相互 作用 , 可 有 


(sfsg)o = (st)o(s¥)o. 


且 对 三 角形 格 点 , 三 个 顶点 是 等 价 的 , 所 以 
(sf)o = (s&)o = (sg)o 


> ‘slers 
(= A 
Ze 


{or} 
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参照 4 的 计算 过 程 及 图 5.12.3, 求 得 


4 
1 
S51 =+1: D> ‘er = eaK + 3e-K, 
or=1 
4 


bb /slerd = eaK 十 e-K; 
ar=1 


4 
1 eb 
$1= -1: > ‘et ~ e3K + 3e—K, 
or 
4 


入 ‘Sens a —(esK +e-K). 


or=1 


因而 我 们 可 将 (sf)o 写成 


类 似 的 有 


令 3K K 
6@ ”+e 
K'’=2K (所 如 x) 
0 (5.12.17) 
=3h dbs 
eK +3e-K 
最 后 得 


(Vo=K’ > 5439 十 内 》 54. 


{1,7) I 
我 们 只 计算 到 累积 展开 的 一 级 项 : 
H InA+(V)o 


=InA+K’ > 515) +h Ds’. 
(1,7) I 
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由 于 第 一 项 In4 是 人 的 光滑 函数 , 它 对 自由 能 的 贡献 为 正常 部 分 , 我 们 感 兴趣 的 是 
奇异 部 分 , 因而 在 以 后 的 讨论 中 可 以 略 去 这 一 项 . 写成 


H=K'D 85 +h DS (5.12.18) 
(1,7) I 


比较 (5.12.18) 式 与 (5.12.1) 式 看 出 , 格 点 自 旋 的 描述 与 元 胞 自 旋 的 描述 有 相同 
形式 的 哈密 顿 量 , 其 差别 是 当 自 旋 变 后 由 si 换 成 5; 时 , 作为 参数 的 耦合 常数 作 相应 
的 代 换 (天 ,六 一 (Kh). 回忆 一 下 上 节 所 作 的 讨论 , 很 容易 得 到 与 (5.11.6),(5.11.7) 
式 类 似 的 结果 . 一 般 情 况 下 , (K', hv) 是 (KE 的 函数 , 如 果 用 K,h 作成 参数 空间 ， 
(各 一 (K',h\) 之 间 的 变换 相当 于 在 参数 空间 中 一 个 点 到 另 一 点 的 变换 . 用 RL 
表示 这 种 变换 , 令 
K = (K,h), K’=(K’,h) 


则 
K'= RL(K). 


这 里 Rr 就 是 本 节 开 始 时 所 指出 的 RG 变换 . 不 动 点 方程 (5.11.10) 现在 成 为 
@3K° + e-K"* j: 


ORT BR (5.12.19) 


-ax 人 
e3K" 十 e-K ) 


h* = 3h" (A (5.12.20). 


方程 (5.12.19) 的 解 是 


天 "=0,oo 及 天 "= Fn +2V2)%20.34, hh* =0,o00. 


为 了 讨论 不 动 点 的 稳定 性 , 我 们 可 以 采用 迭代 法 . 令 


eK +eK . 


BR (5.12.21) 


RL(K)= 2x( 
以 不 动 点 K* = 0.34 为 例 , 来 讨论 其 稳定 性 . 在 及 =.0.34 附近 (可 以 大 于 或 小 于 
0.34) 任 选 一 点 Ko, 以 天 = Ko. 代入 (5.12.21) 得 Rr(Ko) = K, 再 以 K = Ki 代入 
(5.12.21) 式 得 RL(K1) = Kz, 以 此 类 推 , 将 得 到 天 值 的 序列 Ko, Ki1, Kz,… 经 过 多 
次 迭代 后 , 所 得 的 K 值 序列 离 不 动 点 K* = 0.34 越 来 越 远 , 则 K* 为 不 稳定 不 动 点 ， 
否则 K* 就 是 稳定 不 动 点 . 表 5.12.1 列 出 了 Ko = 0.32 及 Ko = 0.36 时 经 过 五 次 人 
代 得 到 的 K 值 序列 , 证 明 K* = 0.34 为 不 稳定 不 动 点 . 
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表 5.12.1 ”KK 值 的 五 次 迭代 结果 


Ko Ki Ke Ks Ka Ks 
0.32 0.31 0.30 0.27 0.24 0.20 
0.36 0.38 0.40 0.45 0.55, 0.76 


和 迭代 法 也 可 以 在 图 上 了 予以 实现 . 以 RL(K) 及 K 作为 坐标 轴 , 画 出 Ri(K)= KK 
的 直线 及 代表 (5.12.21) 式 的 曲线 ( 见 图 5.12.4). 在 天 轴 上 K* 附近 选择 一 点 Ko， 
由 Ko 作 RL(K) 的 平行 线 与 曲线 相交 , 由 交点 出 发 再 画 出 Ri(K) 的 平行 线 与 曲线 
相交 , 交点 的 K 值 即 为 Ki, 以 此 类 推 , 可 得 到 Kz, Ka,…, 这 样 就 得 到 与 数学 迭代 
同样 的 K 值 的 序列 . 迭代 法 在 物理 上 的 含义 就 是 在 参数 空间 选择 一 点 作为 初始 点 ， 
进行 和 代 的 过 程 就 是 作 RG 变换 的 过 程 , 多 次 变换 后 得 到 的 序列 则 表示 了 初始 点 的 
运动 方向 . 由 这 运动 方向 判断 不 动 点 的 稳定 性 , 亦 可 以 用 流向 图 来 表示 参数 的 运动 
方向 . 用 一 条 直线 表示 某 参数 轴 , 将 不 动 点 值 及 经 过 多 次 迭代 得 到 的 参数 值 序列 标 
在 直线 上 , 用 箭头 表明 迭代 过 程 , 这 样 得 到 的 图 就 是 流向 图 . 

流出 的 点 对 应 于 不 稳定 不 动 点 , 流入 的 点 对 应 于 稳定 不 动 点 . 图 5.12.5 画 出 参 
数 K 的 一 维 流向 图 . 

对 参数 h 也 可 以 类 似 的 画 出 与 图 5.12.4 及 图 5.12.5 对 应 的 两 个 图 即 图 5.12.6 
与 图 5.12.7. 同样 也 可 画 出 二 维 参数 空间 (K,h) 的 流向 图 (图 5.12.8). 箭头 表示 了 
在 (K*,h*) 附近 , 参数 空间 的 点 在 RG 变换 下 的 流向 . 

从 以 上 分 析 可 以 得 出 (K*,h*) = (0.34,0) 为 系统 的 不 稳定 不 动 点 , 即 临 界 点 , 由 


J 
pyr 0.34, hc=0. 


二 维 伊 辛 模型 的 严格 解 得 到 J/kTc = 0.27, 而 由 平均 场 理论 得 到 J/kTc = 0.167. 这 
里 所 得 的 结果 比 平均 场 理论 有 所 改进 . 
RK) 


图 5.12.4 不 动 点 的 图 解法 图 5.12.5 参数 KK 的 流向 图 
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a ~ 
0 La 
hh 
图 5.12.6 不 动 点 外 的 图 解法 图 5.12.7 hh 的 流向 图 
h 
m0 
K=0.34 
AN 
0 Le) -KK 
AN 


图 5.12.8 (kh) 空间 二 维 流 向 图 


下 一 步 需 计 算 临界 指数 ,遵循 5.11 节 所 讨论 过 的 基本 思想 , 让 K 为 不 动 点 
K* 附近 的 点 ,(K 一 K*) 代表 相对 于 不 动 点 的 差 , 本 例 中 参数 空间 是 二 维 的 , 即 
K = (Ki, K2)(Ki = K, K2 =h), RG 变换 为 (5.12.7) 式 : 


3K Le-K 3K Lo-K 
PA er +e 和 e+e 
K =2k (Beri) 用 = (Krier). 


在 不 动 点 (K = 0.34,h = 0) 线性 化 的 RG 变换 为 


oF OK 
| 5K Oh | ( 162 0 ) 
Ri= = 
Oh’ Dj 0 2.12 
K=0.34,h=0 


ok 5 
显然 RL 实际 已 经 是 对 角形 式 , 不 需 对 角 化 , 直接 得 本 征 值 和 = 1.62, 和 2 = 2.12, 由 


于 和 ,和 2 均 有 关 本 征 值 , 即 相 应 的 不 动 点 是 不 稳定 的 , 也 就 是 临界 点 . 由 (5.11.13) 
式 得 标 度 参 数 为 
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利用 标 度 关系 及 超标 度 关系 , 得 到 临界 指数 : 


a=-027 B=0.73, 7=0.82, 
6 =2.13, v=144 7=1.28. 


这 些 结果 与 严格 解 相 比 还 有 较 大 差距 , 原因 来 自 两 个 方面 : 


(1) 选择 元 胞 太 小 ; 
(2) 累积 展开 中 只 保留 了 一 级 顶 . 


要 进一步 改进 这 一 结果 , 可 针对 以 上 两 方面 进行 . 实际 计算 表明 . 选择 大 的 元 胞 能 
得 到 较 好 的 结果 . 图 5.12.9 画 出 了 不 同 大 小 元 胞 所 计算 的 x(Z) 与 (inL)-: 之 间 的 


关系 , 其 延长 线 与 纵 轴 交 于 v = 1 处 , 这 正 是 严格 解 的 结果 . 但 增 大 元 胞 必然 会 大 其 
增加 计算 工作 基 , 一 般 在 大 元 胞 情况 下 , 都 采用 蒙特 卡 罗 方 法 计算 . 
uD) 


Winb 


图 5.12.9 vw(b) 与 In(b) 的 关系 
E: 准确 计算 MC: 蒙特 卡 罗 计算 


选取 累积 展开 中 的 高 级 项 , 也 可 以 


改进 计算 结果 , 随 着 级 数 增加 , 并 不 是 单调 地 


趋向 于 严格 解 的 结果 , 而 是 以 振荡 形式 趋 近 于 精确 解 的 结果 , 另外 考虑 了 高 级 近似 
项 以 后 , 哈密 顿 基 中 不 仅 包括 了 最 近邻 相互 作用 , 也 会 将 第 二 第 三 近邻 等 相互 作用 
包括 进去 , 增加 了 新 的 耦合 参数 , 重复 作 RG 变换 , 使 参数 越 来 越 多 , 以 致使 计算 无 
法 进行 , 必须 进行 适当 的 截断 近似 , 舍 去 某 些 项 , 这 种 截断 没有 固定 的 方法 , 要 根据 


实际 计算 工作 基 及 结果 好 坏 来 决定 . 
最 后 我 们 说 明 一 下 临界 面 的 概念 . 


临界 面 是 参数 空间 中 包括 不 动 点 在 内 的 一 


个 子 空间 , 在 这 个 子 空间 中 所 有 的 点 K, 具有 性 质 : 


lim Ri(K)= K"*. 
ja 


这 说 明 在 临界 面 上 的 所 有 点 ， 在 要 


外 复 进行 RG 变换 下 , 最 终 将 趋 于 不 动 点 . 临 


界 指数 是 由 临界 点 附近 Rz 的 变换 性 质 决 定 , 故 不 同 的 物理 体系 , 如 果 我 们 的 临界 


点 都 落 在 同一 临界 面 上 , 这 些 体系 均 属 
中 被 很 自然 的 反映 出 来 了 . 


同一 普 适 类 , 普 适 性 的 概念, 在 重 正 化 群 理论 
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为 了 在 动量 空间 实行 RG 变换 , 首先 要 将 哈密 顿 量 表示 成 连续 变 基 的 函数 形 
式 , 对 磁 系 统 , 也 就 是 将 自 旋 变 量 从 分 立 的 取 值 变 为 连续 变数 ,依然 从 伊 辛 模型 出 
发 , 哈密 顿 量 为 


H=KD sisj， si=+l. 


(17) 


其 中 K = J/kT. 相应 的 配 分 函数 是 
2 = Do. 
{sd} 
通过 引入 权重 函数 的 办 法 , 将 自 旋 变 基 改 为 连续 变量 , 即 s; 取 值 为 (-co, co)， 
求 和 改 成 积分 , 配 分 函数 写成 
2 = 广 广 dsi'*"dswW(s1,..., sw)er{s), (5.13.1) 
其 中 ， 
本 (ssN) 一 Ha —1). (5.13.2) 
W 被 称 为 权重 函数 , 是 N 个 6 函数 的 于 和 每 个 自 旋 相应 于 一 个 6 函数 ， 现 在 
情况 下 , 形式 上 看 自 旋 si 的 取 值 为 连续 的 (00, co), 但 实际 对 积分 有 贡献 的 , 依然 


是 si = 士 1 两 个 值 . 这 办 法 既 做 到 了 自 旋 变 报 改 为 连续 的 , 但 又 不 影响 配 分 函数 的 
值 . 图 5.13.1 画 出 N = 2 的 情况 ,左边 是 对 分 立 自 旋 而 言 , 共有 站 个 可 能 的 状态 


图 5.13.1 
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(s1 三 土 1 及 so = 土 1) 图 上 用 “x” 表 示 出 来 ; 右边 则 表示 了 连续 自 旋 情 况 , 整个 自 旋 
空间 (s1, s2) 均 为 可 能 状态 , (用 阴影 线 表 示 ), 但 对 Z 有 贡献 的 依然 只 有 四 个 状态 ， 
图 上 用 “。” 表示 . 

如 果 从 伊 辛 模型 的 哈密 顿 量 出 发 , 选择 不 同 的 权重 函数 , 就 可 得 到 不 同 的 模型 . 
选择 权重 函数 为 


Wo(s1,:**,8N) = 6(82 + + 8% — N). (5.13.3) 
函数 W 限制 了 自 旋 取 值 必须 满足 条 件 ， 
N 
D2=N. (5.13.4) 
i=1 
当 NN = 2 时 ,上述 条 件 成 为 
8 + 53 = 2. 


这 是 在 (s1, s2) 空间 半径 为 V2 的 圆 , 它 通 过 伊 辛 模型 的 四 个 分 立 态 , 凡是 圆 上 
的 点 均 为 可 能 状态 , 但 每 个 状态 对 配 分 函数 有 相同 的 贡献 . 当 N = 3 时 , 圆 就 变 成 
球面 , 对 N > 3 就 是 V 维 空间 的 超 球面 , 因而 称 为 球 模型 . 

如 果 选 平滑 的 高 斯 函数 作为 权重 函数 , 将 得 到 高 斯 模型 , 权重 函数 为 


, W(s1,.", 8N) i #3, (5.13.5) 
系统 的 哈密 顿 基 及 配 分 函数 为 
XH= KD sis) (-oo < si < oo); (5.13.6) 
(17) 
jG N 
世 运 a dsj[W (s1,..., sN)e™). (5.13.7) 
a /U sj[W (si SN)e 
54 模型 的 权重 函数 为 
N 

Wl(s1,..', 8N) -1% p ( -3 一 岂 ) (5.13.8) 


其 中 第 一 项 与 高 斯 模型 相同 , 多 了 一 us 项 , 称 为 54 模型 . 有 两 个 参数 7 及 u, 设 
4 > 0,7 < 0 则 权重 函数 在 si 小 时 , 随 si 而 增 大 , 在 si 的 某 值 , W 达到 极 大 , 然后 
随 si 而 减 小 . 

如 果 令 7 = 一 4u,W 成 为 


N N 
W(si,*,sN)= II es -2e9) ox II es -1 (5.13.9) 
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为 了 看 出 这 一 权重 函数 的 特点 , 考察 N = 2 的 情况 ; 用 极 坐标 系 : 


381 一 Dcosb， 


s2 一 psinb. 
得 
1 
st+st=p4 G 于 je0s40) 。 


因而 权重 函数 的 极 大 值 出 现在 p = +1 及 0 = 45°,135°,225° 和 315° 四 个 值 上 , 亦 
就 是 伊 辛 模型 四 个 自 旋 态 位 置 , 与 球 模型 不 同 的 是 , 权重 函数 在 (31, s?) 空间 的 所 有 
点 , 均 有 贡献 , 而 且 W 与 9 有关. 

下 面 我 们 对 高 斯 模型 作 进 一 步 的 分 析 . 这 是 一 个 比较 简单 的 、 在 讨论 动 地 空间 
重 正 化 群 时 经 常用 到 的 模型 , 高 斯 模型 可 以 严格 求解 . 

对 (5.13.6) 的 形式 做 一 些 改变 , 令 


N 
RH=H+lnW= KD ss) 5 (5.13.10) 
《人 =1 


配 分 函数 可 写成 
Ze = /…: dsjet 
ffi 
ff Has exp Bw 3 5 (5.13.11) 
i 何 7 
设 蝇 格 是 d 维 超 立方 格子 , 晶 格 常数 是 a, 配 位 数 为 26, 满足 : 


Zs = 2d, 


其 中 (5.13.11) 式 的 积分 可 以 严格 计算 , 若 N = 2, 用 化 二 次 型 为 平方 和 的 办 法 化 为 
高 斯 型 积分 , 很 容易 计算 , 对 一 般 情况 , 用 傅 里 叶 变换 的 方法 ; 到 动 基 空间 进行 . 令 


7= (cz mod)， 9g=(9 gd). 
两 者 分 别 代表 4 维 格 矢量 和 d 维 倒 格 子 空间 的 矢量 , 自 旋 变 基 的 传 里 叶 变换 为 


1 局 调 ne 
Pe Fr DD "= 也 D sae", (5.13.12a) 
qa 


N 
sg = 0 sie", (5.13.12b) 
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其 中 为 元 胞 总 数 , Na 就 是 体系 的 总 体积 , 对 q 求 和 遍及 倒 格 子 空间 的 第 一 布 里 
渊 区 , 对 d 维 超 立方 品格 , 其 第 一 布 里 渊 区 亦 为 d 维 超 立方 格 点 : 


-Eg<E. 4= Ln, (=- 筷 … 守 -) 
(5.13.12b) 式 中 对 i 求 和 遍及 N 个 元 胞 , 可 以 将 (5.13.10) 式 中 两 项 写成 相似 的 形 
式 , 令 
kK, 车 ij 为 近邻 ; 


6 人 (5.13.13) 


ro-{ 
(5.13.10) 式 就 可 以 写成 
K(ri— rj)sis; 一 CE Dor — Tj)si8j. (5.13.14) 
(5.13.14) 式 中 两 项 的 共同 形式 为 
DD fr rj)sisy, 
订 
作 伟 里 叶 变换 ; 
Zr — Tj)sis; 
= 一 四) x BE 1 #0 4 
=- 志 Te 2 iadga i Be 


gq1g2 


x DD fre — ry)eias (rers). (5.13.15) 
了 


可 以 看 出 (5.13.15) 式 中 
Dem la tq) 
Ze rj)e i (rin) = f(gq) 
f(g) 即 f(r) 的 信里 叶 变 换 . 目 注意 si 是 实数 : 


让 
59 = 8-g: 
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将 (5.13.15) 式 写成 
2 f(ri— rj)sis; = a > flq)sgs_a 
四 
时 应 2 f(sab. (5.13.16) 
qa 
令 K(ri 一 "mj) 的 傅 氏 分 最 为 K(q), 得 
K(q) = DK(ri — rj)eTio (rns) 


了 
= 天 yeiq 64， (5.13.17) 
可 


其 中 65 表示 从 格 点 i 到 近邻 格 点 j 的 矢量 , 且 5(ri 一 7y) 的 健 氏 分 量 为 1 (5.13.14) 
式 成 为 


TS 2 了 2 
1 = 了 ll -apad heal 
11 
一 -3 Dlr- Ka)] le (5.13.18) 
a 


将 (5.13.18) 式 代入 (5.13.17) 式 我 们 得 到 的 便 是 高 斯 型 积分 , 也 就 是 在 传 里 叶 变换 
过 程 中 , 将 交叉 项 对 角 化 了 . 


Zon -上 I - 吉 Zone 
qa ga 


| 


-ne 区 
体系 的 自由 能 为 
FP=_kTInZ 
= 3hT DDInfr ~ K(G)] + Teonst. (5.13.20) 
qa 


其 他 热力 学 函数 亦 可 同样 求 得 . 
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可 以 由 自由 能 的 奇 点 来 决定 高 斯 模型 的 临界 点 ， 奇 点 为 K(q) = 7 处 , 而 当 
天 (9g) > 7 时 , 对 数 无 定义 , 所 以 从 K(gq) 的 极 大 值 趋 于 7 来 决定 临界 点 . 
由 (5.13.17) 式 : 


K(q) = KD er 


6 


对 d=2, 显然 
6ij = (+a, 0), (0, +a). 
K(q) = K(eiqe + eriaee + eiqve + -iqve) 
= 2K(cos gza + cos gqya). 


以 此 类 推 , 对 d 维 超 立 方 晶 格 有 
K(q) = 2K(cosqgia 十 ,十 cosgua). (5.13.21) 


当 9g= 0 时 , K(q) 有 极 大 值 , 为 


K(0) =2Kd. | (5.13.22) 
临界 点 将 由 下 式 决定 : 
2Kod=", (5.13.23) 
即 
pp (5.13.24) 


T 
(5.13.24) 式 为 了 避免 混淆 ,用 kp 表示 玻 尔 效 曼 常数 ， 若 r = 1, 对 超 立方 格 点 
2 = 2d, 最 后 得 了 
1 
二 二 志 . (3828) 

这 结果 与 平均 场 理论 所 得 结果 相同 . 

前 面 我 们 曾 指出 , 由 (5.13.20) 式 得 出 , 人 (q) > 7 时 无 意义 , 由 (5.13.22), (5.13.23) 
及 (5.13.24) 式 看 出 , K(g) > 7 意味 着 KK > Kc 或 了 < Tc, 说 明 高 斯 模型 不 适用 于 
临界 温度 以 下 的 情况 . 

再 看 临界 指数 a, 按 a 定义 : 


F(h=0,T,N)~t2-°, ( 三 | 


由 量 纲 分 析 ,， 得 到 对 高 斯 模型 有 


Fo~ te2. 
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即 
a= -3 +2, 
说 明 高 斯 模型 的 临界 指数 与 空间 维 数 有 关 , 而 平均 场 理论 得 a = 0 与 维 数 无 
关 , 只 有 当 d = 4 时 平均 场 理 论 与 高 斯 模型 一 致 , 这 一 结论 是 普遍 的 , 也 就 是 说 平均 
场 理 论 是 在 四 维 以 上 空间 为 正确 的 理论 . 
为 了 讨论 动 其 空间 重 正 化 群 的 需要 , 将 K(q) 的 形式 作 些 改变 , 将 (5.13.21) 式 
在 9= 0 处 作 级 数 展开 ， 


r=2x (Bde 十 ， 中) 


=2K (0-3 =a2g2 +. 路， (5.13.26) 


7 一 开 (g) = (r 一 2dK) - Kg2a2 + O(q’) 
=(- 蜂 )- Kg2a2 十 O(q4) 


三 Co+C2g2 + O(g’), (5.13.27) 
其 中 ， 攻 
Co 三 7 一 元. 
由 前 面 讨论 可 知 , 由 Co = 0 决定 临界 点 , 在 临界 点 附近 的 自由 能 为 
a B75) In [Co + Cag? +O(09]， (5.13.28) 
9 
其 中 Co 及 C2 是 两 个 参数 . 
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本 节 首 先 以 高 斯 模型 为 例 , 解释 动量 空间 重 正 化 群 的 方法 , 设 外 场 B 关 0, 哈密 
顿 最 为 
R= KD ss -TD +h st (5.14.1) 
(17) i i 
我 们 对 岂 作 传 里 叶 变换 , 前 两 项 在 上 节 已 讨论 过 , 最 后 一 项 的 传 里 叶 变换 为 
和 igm 
可 了 了 2 


h h 
= (9) = aas0, (5.14.2) 
和 
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其 中 so = ss=o, 用 (5.13.18) 式 、(5.13.27) 式 及 (5.14.2) 式 , 有 


由 和 h 
R= -3 [C+ 02g + O(a)] Is(O)F + so. (5.14.3) 
ga 


与 前 节 讨 论 相同 , 求 和 被 限制 在 第 一 布 里 渊 区 , 对 d 维 超 立 方 晶 格 , 第 一 布 里 渊 
区 为 
-cg<Z (=b2.,d). 
由 于 奇异 性 来 自 于 g = 0 的 长 波长 区 , 可 近 
似 用 半径 为 4 = r/a 的 内 切 超 球 来 代替 第 一 
布 里 洲 区 . 即 


-~ >》 . - (5.14.4) 
-8gq<4 0gg<A 
图 5.14.1 画 出 了 N = 2 的 情况 , 此 时 相当 于 
用 半径 为 4 = n/a 的 内 切 圆 代替 正方 形 ,4 
称 为 截止 波 矢 , 将 (5.14.3) 式 写成 


N=- 5 [Cotcag+O(g)]xls(g)P+ Sa. 


d 
图 5.14.1 NN = 2 时 布 里 洲 区 0<q<4 的 
(5.14.5) 
系统 的 配 分 函数 为 
Zev = / … | Ts(@e”, (5.14.6) 
J 
.9 是 连续 变数 , 故 及 是 5(q) 的 泛 函 , (5.14.6) 则 是 泛 函 积分 . 
下 面 我 们 对 高 斯 模型 作 RG 变换 . 


首先 是 将 q 的 取 值 分 为 长 波长 区 (0 < |q| < 4/b) 及 短波 长 区 (4/o< lq| < 4) 
两 部 分 (5 > 1), 同时 将 自 旋 变 量 作 相 应 的 划分 ， 


sr(gr)， 0 和 gr < 4/ 
三 5.14.7 
{ slq) Ab<g,<h Gn 


s(q) 可 以 写成 
s(g) = sz(gr) + ss(qs). 


当 4d=2 时 , 图 5.14.2 画 出 这 种 划分 方式 


5.14 动量 空间 重 正 化 群 (MSRG) -269 


根据 自 施 的 划分 办 法 , 将 及 也 分 成 两 部 分 : 


其 中 ， 


四 h 
Ts pa > [Co + Cag + O(g ls (OF + jaso 


0O<q<s4 
入 2 4 CR 
= -3 > (Cot+C2g+O(a)sr(qr) + a50 
0glgqjl<A/b 
1 1 
=-3ma > [Co+C2g+O(a)lss(q) 
$<lg,l<4 
= Hr +h,, (5.14.8) 


Kz 及 大 ,分 部 表示 哈密 顿 量 中 长 波长 部 分 及 


短波 长 部 分 , 对 高 斯 模型 来 说 ,这样 的 划分 是 严格 


的 . 


anoff 


而 在 动 攻 空间 里 则 是 对 短波 长 部 分 (图 5.14.2) 积 


下 面 我 们 定义 部 分 迹 . 在 实 空间 里 , 是 对 Kad- 


集团 内 的 自 旋 态 求 平均 , 以 求 得 减少 自由 度 ， 


分 , 同 


(5.14.8) 式 得 


Zam =- /Ho 
=- 人 /Taleo {fT Dsante 
和 qz 人 


定义 部 分 迹 ， 


对 高 斯 模型 来 说 所 及 及 可 严格 分 成 两 部 分 , 有 


其 中 ， 


样 达到 减少 自由 度 的 目的 . 由 (5.14.6) 式 及 


(5.14.9) 


PT= [Hever 


= often (5.14.10) 


Pro [ {IDs(a)e™ 
ge 


= eftstg ~ elsz (qr)], (5.14.11) 


eg = 人 这 /I Dss(qs)e™. (5.14.12) 
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由 于 高 斯 模型 奇异 性 主要 来 自 于 g = 0, 因而 上 式 积分 (e?) 是 一 光滑 函数 , 只 对 自 
由 能 的 正常 部 分 有 贡献 , 对 奇异 部 分 没有 贡献 , 如 果 只 讨论 临界 现象 , 可 以 略 去 这 一 
因子 , 写成 


PT= er = ef 


因此 在 计算 部 分 迹 9 后 , 可 以 将 新 的 哈密 顿 量 表示 成 


L 
1 网 
=-a3m 2 [CotC2g +O(a sr(q)l + aso0. (5.14.13) 
o<larl<as a 


将 (5.14.13) 式 与 (5.14.3) 比较 可 知 , 两 者 的 哈密 顿 基 主 要 差别 有 以 下 两 点 ; 
(1) 波 矢 的 范围 不 同 , 对 gq 为 (0, 4) 而 gz 为 (0, 4/b; 
(2) 相应 的 自 旋 变 数 取 值 不 同 , 即 s(g) 与 scr(gz), 
为 了 使 两 者 的 哈密 顿 节 有 相似 形式 , 作 变换 ， 


q =b. qr (5.14.14) 
对 g' 来 说 , 取 值 范围 成 为 (0, 4), 自 旋 变 其 亦 作 相应 的 变换 : 
sL(qr) = sr(q'/b) = C(b)s'(q"). (5.14.15) 


这 里 引进 了 一 个 新 的 函数 6(6), 它 表示 对 体系 作 尺度 变换 时 , 自 旋 长 度 的 变换 因子 ， 
5 称 为 自 旋 重 标 度 因子 , 在 上 述 变 换 下 , 我 们 有 
lsz(gz)P 一 C?ls'(g)l?, 
Co 一 CC 人， 
Cag2 一 C2(q/b)?, 
2 -> 
q 


qr 


其 中 最 后 一 个 变换 式 中 b-“ 因子 来 自 于 变数 变换 : 


I 
“dg =b™ > 


-六 


5.14 动量 空间 重 正 化 群 (MSRG) 2 


有 了 这 些 关系 , 可 将 哈密 顿 量 写成 


R= -3 Br Dot cw "2 + O(q')]ls'(a) le? 


二 cs =0) 


1 .1 w 
= -5m DCs + 049? + O(a ls (a 
qo 


条 sq =0), (5.14.16) 
其 中 参数 之 间 有 下 述 关系 : 
CI = 了 Co， 
(5.14.17) 
参数 C 的 普遍 变换 式 可 写成 
Cy = 0 162C1. (5.14.18) 
(5.14.18) 式 称 为 递 推 关系 . 
《( 的 选择 有 一 定 困难 , 不 同 选择 可 导致 不 同 的 结果 . 正确 的 选择 是 
C(0) = bg+1, (5.14.19) 
(5.14.18) 式 成 为 
0 = 12-70)， (5.14.20) 


由 (5.14.17) 式 可 看 出 , 参数 有 无 穷 多 个 , 但 互相 之 间 并 不 耦合 , C; 只 与 0; 有 关 , 故 
可 以 分 别 观察 每 一 个 参数 . 

当 j =0 时 , 0$ = BCGo. 

与 RSRG 的 做 法 相似 , 可 用 作 图 法 决定 其 不 动 点 . 以 Co 作 横 坐标 , C8 作 纵 坐 
标 , 画 出 06 = Co 及 06 = R(Co) = 5b?Co 的 直线 , 两 直线 交点 即 为 不 动 点 . 交点 为 
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G8 = 0 及 08 = oo( 图 5.14.3), 由 作 图 法 也 可 

决定 参数 在 RG 变换 下 的 流向 , 显然 , C8 = 0 

是 不 稳定 不 动 点 , 而 C = oo 是 稳定 不 动 点 . 
当 了 = 2, 由 (5.14.20) 式 得 


Cs = Cu， 


此 时 0 = Ca 及 0 = R(C2) = C2 两 条 线 重 
合 , 任何 一 点 均 为 不 动 点 , 没有 流动 现象 , 稳 
定 或 不 稳定 都 没有 意义 ， 


0 
一 允 .0 当 j=4, 有 


图 5.14.3 C4 = 072C4. 
有 两 个 不 动 点 ; 0 及 co, 其 中 C2 = 0 为 稳定 不 动 点 , 而 C7 = co 为 不 稳定 不 动 


当 j 了 > 4 时, 任何 0; 都 与 C4 相似 . 
可 以 看 出 , 当 j > 4 时 , 重复 作 RG 变换 , 均 有 Ci 一 0, 0; 为 无 关 参 数 , 计算 临 
界 指 数 时 可 不 必 考 虑 . 
对 参数 h 可 以 完全 类 似 的 分 析 , 得 的 不 动 点 为 h* = 0,coi; 其 中 h* = 0 是 不 
稳定 不 动 点 . 故 高 斯 模型 的 RG 变换 为 


Ob=B00 hy =6$+ih, (5.14.21) 
在 (Co,h) 构成 的 参数 空间 不 稳定 不 动 点 是 


K* = R(K*) = (C6,h"*) = (0,0). 


由 Co 及 h 的 定义 得 临界 点 为 
{ VinTom 列 (5.14.22) 
Bo =0. 
将 RG 变换 在 不 动 点 附近 线性 化 , 计算 临界 指数 . 线性 化 的 变换 矩阵 为 
oC; a0 
pg 600 Oh _{¥ oY /%» 
[ox on oo nj \o xp 


300 Oh /co=on=o 


5.15 54 模型 .273 . 


由 于 b> 1 Al 》a 均 为 有 关 本 征 值 . 标 度 参数 为 


由 此 可 以 看 出 当 d = 4 时 , 临界 指数 与 平均 理论 得 到 的 结果 完全 一 样 , 再 次 说 明 平 
均 场 理论 是 在 四 维 以 上 空间 才 准 确 的 理论 . 


5.15 54 模型 
在 5.13 节 已 经 给 出 了 84 模型 的 权重 函数 , 其 险 密 顿 量 在 无 外 磁场 时 为 
到 = 天 ysiej- 2% -和 中 
(17) 了 了 了 
对 自 旋 变 量 作 传 里 时 变换 , 得 ， 
R= -一 Kalls(o)P 
ga 


~u 5D s(qi)s(q2)s(q3)s(q4)6(qi+ qz+ gs+q4) 
q1,92,93,94 ， 
一 加 + . (5.15.1) 


其 中 KO 与 无 外 场 时 的 高 斯 模型 相同 ,V 是 与 54 相对 应 的 项 . 

用 MSRG 解 54 模型 . 

首先 要 将 q 划分 成 长 波长 及 短波 长 部 分 , 对 自 旋 变量 亦 作 同样 的 划分 , 这 些 做 
法 与 高 斯 模型 完全 相同 ; 但 当 划分 及 时 , 就 会 遇 到 问题 . 在 万 中 的 A? 部 分 可 以 同 
高 斯 模型 同样 划分 ; 


7 加 = 人 二 7， (5.15.2) 
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但 在 V 中 有 四 个 自 旋 乘积 , 不 能 严格 划分 , 将 在 后 面 处 理 这 问题 . 先 定义 部 分 迹 : 


2Z2= |/.…: Ds(q)e® 
六 JI 
= … Dsr(qZ) | Ds(qsjemtY、 
[J 
定义 PT 为 
PT= /… /TID,,(q)e t+Y =er. 
ji 
在 (5.15.4) 式 中 通过 分 子 , 分 母 同时 乘 上 一 数 写成 
J -SIDss (qs)e + 
3 | 
/ /Towto PE 
qs 
= [P.Tle (e”)o, 
其 中 [P.T]G 表示 高 斯 模型 的 部 分 迹 , 而 
J :STI Dss(q)er + 


WN i de 
A NE 
qs 


所 以 
ln(P.T) = jn[P.Tlc + In(e™)o. 


将 (5.15.6) 式 右 边 第 二 项 作 累积 展开 ， 
V2 
A 
In(e j=m(1tV+ 区 十 ) 
= (Vo+ (Vv) —(V)8) + 


于 是 
In(P.T) = In[P.Tle + (V)o+ (Vo — (V)) + 


下 面 分 别 计算 零 级 及 一 级 项 : 
零 级 项 与 高 斯 模型 相同 , 由 (5.14.11) 式 略 去 平滑 部 分 得 到 


In[P.Tle = #0. 


(5.15.3) 


(5.15.4) 


(5.15.5) 


(5.15.6) 


(5.15.7) 


(5.15.8) 


(5.15.9) 
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一 级 展开 项 为 
ff II Dss(q) Ve 
qa 


WE 
qs 

[fIDss(q) Ve 

~ -IID 
qs 


(Vo 


[J I Dss(q)e™ - 5 s(q1)s(q2)s(qs)s(qs) x 6(q1+q2 +qs | 
qs 


gg4 


(1 IToveoe) 


(5.15.10) 
现在 将 每 个 自 旋 变 量 分 成 长 波长 部 分 及 短波 长 部 分 , 即 sr(qgr) 及 ss(q,), 总 共有 
24 = 16 项 , 可 分 成 下 述 各 种 不 同类 型 为 了 方便 , 略 去 s 中 的 变 虹 qz 及 gs); 

(1) sz ss5 835: 四 个 自 旋 均 为 长 波长 部 分 , 这 样 的 项 仅 一 项 : 
(2) ss .ss sL: 一 个 自 旋 在 短波 长 区 , 其 余 为 长 波长 区 , 这 样 的 项 共 四 项 ; 
:35 SL: 共 六 项 ; 
“ss 8L: 共 四 项 ; 
(5) ss ss ss ss: 共 一 项 . 
注意 到 eX 是 5(g) 的 偶 函数 , 积分 在 对 称 区 间 进行 , 故 (2) 和 (4) 的 积分 为 零 ; 而 
(5) 中 四 个 自 旋 均 在 短波 长 区 , 积分 为 高 斯 型 , 积分 结果 是 平滑 函数 , 与 高 斯 模型 相 
似 , 可 略 去 , 对 (1) 项 因 四 个 自 旋 在 长 波长 区 , 积分 对 短波 长 进行 , 可 将 分 子 分 母 的 
相同 部 分 消去 , 得 


-> sc(qir)sc(qor)sr(qar)sr(qar)s(qir + qar + qsr + qar). (5.15.11) 


91 qa 
而 (3) 项 共有 六 项 , 每 项 有 相同 贡献 , 取 其 中 一 项 进行 计算 ， 
-J IIDss(q6): ss(q1s)ss(q2s)er 


案 
a 


Es 
Ey 


一 sz(g3r)sL(g4r) 5(g1 十 ga 十 ga 十 g4)x 2 1 
1 JID 
qs 


(5.15.12) 
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(5.15.12) 式 中 […] = (ss(q1s)' ss(q2s))o; 直接 计算 很 容易 证 明 : 


(ss(q1s)ss(q2s))o = ror re + q2). (5.15.13) 
将 (5.15.13) 式 代入 (5.15.12) 式 , 乘 6 得 (3) 项 为 


-6u > hlsz(gz)， 


gr 


其 中 ， 


T 人 
到 本人 /oa ， (5.15.14) 
积分 只 对 短波 长 部 分 进行 , 所 以 没有 奇异 性 , 是 参数 Co, C?,… 的 函数 . 于 是 最 后 得 


(V)o=—u > SL(q1L)sL(q2r)sL(q3r)sL (qar)6(q1r + q2r + qar, + qar) 
qi1L 94L 


~ 6uD ,Nn(Co,C2,..)|sr (go). (5.15.15) 


ar 
二 阶 累积 展开 计算 较 复 杂 , Wilson 和 Kogutls12 用 费 轧 曼 图 方法 求 得 
$v) — (VB) 
36Ju | 1 | sr(qir)si(q2r)sr(q3r)sr(qar) 
a ss(qri)sr(aor)sr (qo)sr(asr 


x (qir + gq2r + qr + qar), (5.15.16) 


“其 中 ， 


. 2 
1 
入 一 一 一 一 一 一 | dg,. .15. 
明 / (a + O29 + :) J CR 


qe 
于 是 可 得 精确 到 二 阶 累积 展开 的 结果 : 
HW = In(P.T) = InlP.Tle + (V)o + 3((V®)o ~ (V)) 
~ 35 [os + a0b) + 1270] lor(a)F 
qr 


— (wu — 36J2u?) > SL(qir)sL(q2r)sL(q3r)sr (qar) 
ar 
x 6(gir + qar 十 93 + qar): (5.15.18) 
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与 高 斯 模型 相 类 似 , 对 KL' 作 标 度 变换 : 


g= | 
(5.15.19) 
Sr(qr) = C(b)s(q). 


C(6) = 0b$+1, (5.15.20) 
在 相生 的 只 六 
这 本 于 mrst Ch) (oP 


0<g 


自然 选 


uu 二， 3'(q1)s'(q3)s'(qs)s'(qs)s(qi + qs + qs + qh), (5.15.21) 


Cb qs 
其 中 ， 
wu = C(b)(b™)3u(l — 36J2u) = bdull — A(b)u], (5.15.22) 
0% = 5(b)209Co = (Co + 1271u)b?, (5.15.23) 
0; = (20 0; =biC;, (0 > 2). (5.15.24) 


为 了 决定 系统 的 不 动 点 , 分 两 种 情况 讨论 ， 

(1) d > 4 :5-4 < 1, 当 重复 进行 RG 变换 时 , u 一 0, 即 四 自 旋 相 互 作 用 项 在 
重复 进行 RG 变换 后 趋 于 0, 仍 回 到 高 斯 模型 , 其 不 动 点 与 高 斯 模型 不 动 点 相同 为 

Ww* 三 0,03 = 0 称 为 高 斯 不 动 点 , 记 为 忆 = 0, Ci = 0. 或 者 说 d > 4 时 , 54 模型 

与 高 斯 模型 局 于 同一 普 适 类 , 具有 相同 临界 行为 . 

(2) 4 < 4: 当 d<4 时 , u* =0 依然 为 不 动 点 , 流向 与 (1) 相反 , 在 现在 情况 下 ， 
重复 作 RG 变换 参数 v 越 变 越 大 ， 四 自 施 相互 作用 项 不 能 忽略 . 考虑 d 很 接近 于 4 
的 情况 , 即 


Ee=4—d, 
e 为 小 量 , 用 < 展开 的 方法 作 近 似 处 理 . 对 4 来 说 , 这 时 的 不 动 点 方程 为 
ww = bul — Au'], (5.15.25) 
得 
wp = re be). (5.15.26) 


up 称 为 Wilson-Fisher(W-F) 不 动 点 , 是 稳定 不 动 点 . 由 于 e 为 小 量 , 将 (5.15.26) 


式 近 似 写成 
WWE OT A Inb (5.15.27) 
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为 了 得 出 Co 的 不 动 点 , 首先 要 决定 且 与 Co 的 关系 . 
a 
ET 


当 d~4 时 ,ww O(e), 而 Co 表示 两 自 旋 相互 作用 , 与 四 自 旋 相互 作用 应 有 同 
数量 级 , 即 Co ~ O(e), 将 上 式 按 Co/B 展开 相当 于 按 = 展开 , 取 最 低级 : 


a, /这 


dq = dgl dgqd = Sagd-lddg， 
Sa qs-! 为 d 维 超 球面 的 面积 , 有 


其 中 ， 


2rrd/2 
“TI 
所 以 
1 Sa d—3 
Ve C2n)d Oz 4 4 of 9 
A 一 pe-2)， (5.15.28) 
其 中 如 = i = const, 按 < 展开 , 只 保留 c0 项 ， 
A?, 
~= ES (lb). (5.15.29) 
Co 的 不 动 点 方程 为 
Cg = (C8 + 12Jiuyvg)b2， 
得 


12uWe 1b? 
Ci 一 了 


于 是 得 到 了 54 模型 除 高 斯 不 动 点 外 的 另 一 不 动 点 即 Wilson-Fisher 不 动 点 : 


Cowr 4 责 
UW = A b. 


= -6uWerA?E <0. (5.15.30) 


由 决定 高 斯 模型 临界 点 的 方法 可 知 , Cg < 0 意味 着 54 模型 的 Tc 下 降 , 这 是 
四 自 旋 相 互 作用 引起 的 ; 在 4 < 4 时 Co 与 u 之 间 有 耦合 , 使 不 动 点 从 原点 沿 直线 
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移 开 , 移 开 的 距离 u* ~ 0(e), C8 ~ 0(e), 维 数 越 低 移 开 得 越 远 . 图 5.15.1 及 图 5.15.2 
画 出 了 高 斯 不 动 点 及 W-F 不 动 点 , 且 在 不 动 点 附近 表明 了 流向 . 


人 
pa 
图 5.15.1 二 维 流向 图 图 5.15.2 ”54 模型 的 不 动 点 
最 后 我 们 在 d ~ 4 时 计算 临界 指数 . 
在 W-F 不 动 点 RG 变换 线性 化 的 矩阵 为 
R= OCo Ou 
OW Ou 
OCo Ou 


Co=Cywzu=uwr 


7 
50v = Elnb. 
所 以 
O06 _ 2 2; 
G60 =? +12bu(—Elnb) 


ph 128enoy 
=6 E 127e(n5)?]. 
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对 其 他 项 也 同样 计算 到 s 一 级 : 


(ot 


ju 


rd 


3 
Ou 


Be = 12b = 6BA2(b — 1), 


2s— =b—2bAu=1—2elnb. 


Ou 
0 
/ 
uu 


区 


得 到 对 角 化 的 矩阵 为 


显然 有 


由 和 计算 临界 指数 ， 


通过 计算 二 阶 累积 展开 得 到 4 值 , 有 


rp 


1 
i 


为 有 关 本 征 值 ; 
为 无 关 本 征 值 . 


lnb 1 
E32 (Es 


和 


(1+¥). 


其 他 临界 指数 的 计算 必须 加 进 外 场 , 不 再 作 进 一 步 讨论 . 
图 5.15.3 画 出 了 临界 指数 与 维 数 d 的 关系 . 当 d >4 时 v 与 4 无 关 , 为 1/2; 


oe) 


图 5.15.3 指数 


与 空间 维 数 d 的 关系 


d < 4 时 ,在 e 的 一 级 近似 下 ,v 随 4 的 
减 小 以 1/12 的 斜率 上 升 , 这 一 结果 只 
在 s 很 小 时 才 成 立 .Wilson 最 初 计算 
时 曾 取 = = 1 得 7 = 0.5889. 在 Pade 
近似 下 得 v = 0.63， 比 平均 场 结 果 有 
明显 的 改进 . 

如 果 进 一 步 计算 e? 及 ea 级 近似 ， 
得 到 的 结果 是 收敛 为 不 均匀 的 ，O(e3) 
比 O(e2) 的 结果 更 坏 .其 他 临界 指数 
的 计算 也 有 类 似 的 问题 , 只 有 当 d 十 
分 接近 4 时 结果 才 是 好 的 . 
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其 子 场 论 中 的 微 扰 论 及 费 恩 曼 图 方法 被 移植 到 统计 物理 中 , 用 来 研究 多 粒子 系 
统 的 性 质 , 形成 了 一 套 格 林 函 数理 论 , 对 统计 物理 的 发 展 起 了 重大 的 促进 作用 . 费 恩 
坚 图 方法 的 最 大 优点 是 它 的 直观 性 , 这 个 方法 可 以 确定 任意 级 近似 的 结构 , 并 借助 
于 对 应 规则 写 出 所 需 的 表达 式 , 解决 了 很 多 过 去 理论 所 无 法 考虑 的 问题 , 到 20 世 
纪 60 年 代 后 期 , 格林 函数 理论 已 在 许多 方面 取得 了 重要 成 就 , 成 为 一 种 被 普遍 采用 
的 重要 理论 工具 . 

本 章 主要 介绍 基态 及 有 限 温度 格林 函数 的 基本 概念 及 计算 方法 , 有 关 格 林 函 数 
在 各 领域 中 的 应 用 , 将 在 固体 理论 等 相应 的 课程 中 去 讨论 . 


6.1 基态 格林 函数 
1. 定义 § 
定义 单 粒子 格林 函数 为 5 
(wolT lua(z ta (2 to) 


iGap(2t; 2't) = tooo) (6.1.1) 
其 中 lyo) 是 有 相互 作用 系统 在 海 森 伯 表象 中 的 基态 , 满足 方程: 
应 |yo) = Elyo). (6.1.2) 
Wura(z,) 是 海 森 伯 表 象 中 的 场 算 符 , 与 时 间 的 关系 可 表示 成 
fale, t) = oidt/Mypo (w)e-iAe/n, (6.1.3) 


% 0 表示 场 算 符 的 分 其 ,对 自 旋 为 1/2 的 粒子 , a,6 可 取 两 个 值 , 而 对 自 旋 为 0 的 粒 
子 , 只 有 一 个 值 , 可 略 去 此 下 标 ， 
和 矩阵 元 中 算 符 了 表示 场 算 符 的 编 时 乘积 , 其 定义 为 


Dalw, bBo(e st), tt># 


toe t Dualw,t), t<t (6.1.4) 


了 [Vara(z,by 直 (zy t)]= { 


其 中 正 号 是 对 致 色 子 , 负 号 是 对 费 米 子 . 
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利用 编 时 乘积 的 定义 , 可 将 格林 函数 写成 
(Wold ua lw, Ve (et )lyo) 


§ 2 
iGap(z,t;2t) = holyo) ， (6.1.5) 

Wolo tee 

(wolwo) 


可 以 看 出 , 格林 函数 实际 上 就 是 场 算 符 的 编 时 乘积 对 基态 的 平均 值 , 是 z,t 及 2', 
的 函数 , 如 果 入 不 依赖 于 时 间 , 则 格林 函数 只 依赖 于 时 间 差 , 这 是 因为 由 (6.1.2) 及 . 
(6.1.3) 式 可 得 


@iB(t—t)/h (Wola(z)e- 人 (人 太 (2") wo) 


ti 
a i 
士 e-iE(t 人 t<t; 
(6.1.6) 
2. 格林 函数 的 解析 性 
考 虚 费 米 子 系统 , 因 基态 波 函 数 为 归 一 化 的 , 即 
(yolypo) = 1. 
格林 函数 定义 (6.1.1) 式 可 写成 


iGag(z, t; ot) = (YolT HHo(T, t) Yo, thyo). 
在 场 算 符 中 间 插 入 一 组 海 森 伯 表 象 态 秋 其 的 完全 集合 , 这 些 态 矢量 是 哈密 顿 量 的 本 
征 态 , 包括 所 有 可 能 的 粒子 数 . 格林 函数 成 为 
iGag(z,t; 2',t) 
= DO —t) (olda(z, lyn) (nl a Ce’ t) hbo) 


—0(t —t)(wbolyd $a(z’, tn) (bn lira lw, lwo)]. ‘(6.1.7) 
其 中 我 们 引进 了 阶 跃 函数 0, 其 定义 为 
k >0; 
0(z) = { Oe (6.1.8) 
由 于 海 森 伯 场 算 符 可 以 写成 


On (0) = It/hnO se-ift/n 
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Os 为 莅 定 油 表象 中 的 场 算 符 . (6.1.7) 式 可 以 写成 
iGap(z, tz, t)= D0(t — t)eTi En E/N (Yoda (z) hyn) 


x (ynl 扩 (2 ) hwo) 一 gt 一 Dee 本 
x (fol (2 ) pn) (pn ba (2) lo)]. (6.1.9) 


为 了 使 问题 简单， 假设 系统 具有 空间 平移 不 变性 , 也 就 是 动量 算 符 与 五 对 易 . 
对 这 样 的 体系 , 采用 平面 波 作为 基 矢 , 动量 算 符 户 为 


[2 人 dodt (2)(-ihv) Dalz) 
= hkctcra. Wa 
入 
算 符 户 与 场 算 符 少 的 对 易 子 为 
Wa lw), PI = -ihv$ (v2), 
此 式 写成 积分 形式 为 | 
加 (o) = eiPe/hy, (0)eiPe/h. (6.1.11) 
户 与 六 对 易 , 所 以 让 的 本 征 态 同时 也 是 户 的 本 征 态 . 将 (6.1.11) 式 代入 (6.1.9) 式 ， 
并 注意 到 户 lwo) = 0, 可 得 到 (6.1.9) 式 对 m 的 依赖 关系 为 


iGag (wt; zt) = 和 bd — t)e-i(En—B)(t-t)/h, eiPn (ze )/h 
- 


x (wolfa(O) hpn) (nl (0) bo) 一 Ot — t)ei En Bee)/n 
xeiPn Cea) (gop Opn) (bn) 0) ho)]. (6.1.12) 
(6.1.12) 式 说 明 对 均匀 系统 (具有 空间 平移 不 变性 ) 格林 函数 只 依赖 于 坐标 差 (2 一 x2/) 
及 时 间 差 化 一切) 
对 (6.1.12) 式 作 傅 里 叶 变换 ， 
Gea,p(k,w)= 人 da 一 z) / dt 一 区 em -eet) Gag(s, at) 
(wolBa(0) ln) (nl (0) po) 
=V Dp BI/T 加 


{woh (0) bn) (pnba (0) lo) 
Emm tt 
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(Wola (0) |n, k)(n, Rl (0) Io) 
-3 wv- (EB,— Ei+tin 
(ol 好 (Om, —k)(n,— 人 ) wo) 


re ; (6.1.13) 


其 中 , in 是 为 了 保证 对 人 -区 的 积分 收敛 而 引进 的 收敛 因子 . 
下 面 我 们 来 证 明 如 果 状 态 Iwo) 包括 了 N 个 粒子 , 则 状态 Iwn) 将 包括 (N 土 1) 
个 粒子 . 因 粒子 数 算 符 为 


万 = 民 / dam 让 (zjWa(w)， 
信 与 场 算 符 的 对 易 子 为 
[N,ya(z)] = -ye(z)， 
也 可 以 将 上 式 写成 
Neyo(z) = -We(z)( 人 一 1， 
将 上 式 作用 在 态 矢 量 lwo) 上 , 有 
从 Vp(z)lyo) = Galz)(N — Dlwo) = (N - DWe(z)lwyo). (6.1.14) 


(6.1.14) 式 说 明 lyo) 是 粒子 数 算 符 的 本 征 态 , 本 征 值 为 N, 则 wo) 也 是 粒子 数 算 
符 的 本 征 态 , 本 征 值 为 (N - 1); 同样 + 作用 在 状态 lwo) 上 , 使 粒子 数 增加 1. 
用 以 上 结果 对 (6.1.13) 式 分 母 作 进一步 分 析 . (6.1.13) 式 第 一 项 中 间 态 有 (N+1l) 
个 粒子 , 可 以 将 分 母 写成 
— [Ea(N+1)— BE(N)]/R 
=w [En(N+1)— EN+I)/i- [EN+1)— EN)/h, (6.1.15) 


其 中 [B(N +1) - BCLN)] 表示 了 当 系统 增加 一 个 粒子 时 基态 能 基 的 改变 , 由 于 系统 
的 体积 是 固定 的 , 根据 热力 学 关系 ， 


这 一 能 基 的 变化 正好 是 化 学 势 . 而 [Bn(N +1) 一 (N+ 了 ) 是 (N +1) 个 粒子 系统 
的 激发 能 , 可 以 定义 : 


En(N+1)— E(N+1)=en(N+1), 
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于 是 可 将 (6.1.15) 式 写成 
w— hlE(N+1)— E(n)]=w—p/h—en(N+ 1)/h. (6.1.16) 


对 (6.1.13) 式 中 第 二 项 的 分 母 , 当 考 虑 到 粒子 数 N 很 大 时 , [EB(N +1) - EB(N)] 与 
[B(N) - E(N - 1)] 的 差别 很 小 , 即 两 者 的 化 学 势 可 以 看 成 是 相同 的 , 与 (6.1.16) 式 
相 类 似 的 , 可 得 到 


w+hilE(N -1)— E(N)] = 中 一 HA/ 太 二 en(N — 1)/h. (6.1.17) 


将 (6.1.16) 式 及 (6.1.17) 式 代 入 (6.1.13) 式 , 得 
了 (wol$a(0) ln, k) (ro kl (Obo) 
Ce | one 
TO AOR 
lw—pten-k(N-1)-in | 


(6.1.18) 


格林 函数 的 这 种 表述 形式 被 称 为 Lehmanntle3 表示 . 我 们 就 从 这 种 表示 形式 来 考察 
格林 函数 的 解析 性 . 由 (6.1.18) 式 可 以 看 出 , 当 fiw > / 时 , 第 二 项 是 解析 的 , 第 一 
项 可 能 出 现 极点 , 由 于 是 很 小 的 正 数 , 故 极点 在 实 轴 下 方 , 很 靠近 实 轴 的 地 方 ; 类 
似 的 , 当 fw < jp 时 , 第 一 项 是 解析 的 , 第 二 项 可 能 出 现 极点 , 极点 的 位 置 在 实 轴 上 
方 很 靠近 实 轴 的 地 方 ( 见 图 6.1.1). 因此 格林 函数 对 w 的 不 同 值 , 分 别 在 上 半 平 面 
或 下 半 平 面 为 解析 的 . 为 了 方便 起 见 , 将 格林 函数 分 成 两 部 分 , 引进 超前 (advanced) 
及 推迟 (retarded) 格林 函数 ， 


Hes AN-I)+in A 


Hteu( N+1)-in 


图 6.1.1 格林 函数 在 复 w 平面 上 的 奇 点 
定义 : 


iGRs(z,t; ot") = (Yol{PHa (2,t), Daz t)} po — t), (6.1.19) 
iGhs (zt; wt) = —(Yol{WHa(2,t), Ba (zt)} oO —t), (6.1.20) 


其 中 GR 表示 推迟 格林 函数 , G4 表示 超前 格林 函数 , 花 括 弧 { ”} 表示 反对 易 关系 . 
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对 均匀 系 与 推导 (6.1.18) 式 相 类 似 , 可 将 (6.1.19) 及 (6.1.20) 式 写 成 
olya(0)lm k)(n, kly3 (0) Iwo) 
GRA(k,w) = 3 Ee CE 
tol 闭 (0)ln, —k)(n, 一 We(O)》 
hw pten,k(N-1)+tin | 
(6.1.21) 式 分 母 中 +i 是 对 GR 而 言 , 故 GR 在 上 半 平 面 是 解析 的 , 同样 -in 是 对 
G4, 在 下 半 面 解析 的 . 显然 , 对 实数 w, 有 
[GB (kw)]* = Gh (ke, w). (6.1.22) 
为 了 区 别 , 我 们 将 (6.1.18) 式 称 为 编 时 格林 函数 . 超前 、 推迟 及 编 时 格林 函数 的 
差别 仅 在 于 因子 in, 在 接近 于 极点 时 这 因子 是 重要 的 , 但 如 果 w 是 实数 , 且 his > 4 
这 时 (6.1.18) 式 及 (6.1.21) 式 中 第 二 项 的 无 限 小 虚 部 (in) 是 不 重要 的 , 因而 在 w 的 
复 平 面 上 有 


(6.1.21) 


Ga) = Gag(kyw)， 有 o 为 实数 , 且 liws > ps; (6.1.23) 
完全 类似 地 , 有 
Ghg(k,w) = Gap(k,w)， hw 为 实数 , 且 fiw < jp; (6.1.24) 
下 面 我 们 讨论 格林 函数 在 |w| -oo 时 的 渐 近 行 为 . 由 于 粒子 数 N 很 大 , 体系 
的 能 级 可 以 看 成 近似 连续 的 , 对 n 的 求 和 可 以 用 积分 代 粹 , (6.1.18) 式 成 为 


ee [wolda(O)n, k) (ns kl (0)lwo) 
i | 


+ ed | (6.1.25) 
对 具有 空间 反射 及 旋转 不 变性 的 体系 , 格林 函数 在 自 旋 空间 为 对 角 的 , 即 

Gap = Giap. 
规定 重复 指标 表示 求 和 , 格林 函数 可 写成 


G= (2s+1D-IGou = (2s+1) 1》 Gaoa. 


用 dn/de 表示 能 其 间隔 为 。 < sn.s < e+ de 中 的 能 级 数 , (6.1.25) 式 成 为 


= 人 证 Me Me (Ow) 
0 一 凡 一 sn 十 订 


上, 一 lyga(O)lyo)P 1_ dn 
~ hw—pt+enk —in| 2s+1de. (hi 


6.1 基态 格林 函数 
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定义 权重 西数: 
| Ano0 = (2s+ D2VA KICO)Iwo) 四， 
Be = (2 + 1) -1VAl(n, kl (O)Iwo)P Pe, 

其 中 必 = e/ 记 将 (6.1.27) 式 及 (6.1.28) 式 代入 (6.1.26) 式 ， 


加 A(k,w’) B(k,w’) 
Guo) =/ ww | 


对 推迟 及 超前 格林 函数 有 同样 结果 : 


oo A(k,w) B(k,w’) 
RA ee, / 
a Co 党 [ts 


当 lw| 一 co 时 , 由 (6.1.29) 式 及 (6.1.30) 式 得 到 格林 函数 的 浙 近 行为 : 
G(k,w)= GR(k,w) = GA(k, w) 
~ [ ~ dlA(ko + BOR) 
Si, lw| 一 oo， 


w 


这 一 结果 对 任意 有 相互 作用 系统 均 成 立 . 
(6.1.31) 式 的 证 明 是 不 难 的 , 考虑 一 个 反对 易 子 的 基态 平均 值 ， 


(wol{Ya(z), (2 )} wo) = 5ap6(z 一 z). 
用 前 面 推导 Lehmann 表示 完全 相同 的 过 程 , 可 将 上 式 写成 
dw — 2)=(2s+ 1)™ Dl/ lal (0) wo) 
tihe -e/a (Oo) 
对 (ze - 21) 作 传 里 叶 变 换 ， 
1=(2s+TD-IV [nl 过 (O)yo)P 二 In —Rlba(0) lwo) | 


/7 dw[A(k,w) + B(k,w)]. 
0 


由 此 式 即 得 到 (6.1.31) 式 . 


(6.1.27) 


(6.1.28) 


(6.1.29) 


(6.1.30) 


(6.1.31) 
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3. 自由 费 米子 体系 


作为 一 个 例子 , 讨论 一 下 自由 费 米子 组 成 的 均匀 体系 的 格林 函数 . 
场 算 符 在 二 次 量子 化 形式 中 的 定义 为 


Pz) = 》 ,AM(z)ck ， (6.1.32) 
kX 


对 费 米子 算 符 , 我 们 定义 ck 为 


QkpA 大 > kp; 
= y 6.1.33, 
人 { bk 大 < hp. (6h83) 


其 中 a 和 5b 均 满 足 反 对 易 关 系 : 
{Qs ok } = {bk, bk } = Re， 


从 定义 很 容易 看 出 , o+ 和 a 表示 费 米面 以 上 粒子 的 产生 及 潭 没 算 符 ; b+ 和 b 表示 
费 米面 以 下 空 穴 的 产生 及 池 没 算 符 . 用 (6.1.33) 式 可 将 场 算 符 表示 成 


Ws(z) = DD) Verlagat DD WhA(T)btkA, 


k,A>ke k,A<kp 
Dwt)= DD pealz)e hapat WA(z)eriwetbtkA (6.1.34) 
人 ASkr kAZhe 


上 述 第 一 式 是 对 巷 定 请 表象 、 第 二 式 是 对 相互 作用 表象 而 言 , 两 个 表象 的 产生 、 潭 
没 算 符 之 间 的 关系 可 由 两 个 表象 中 场 算 符 之 间 的 变换 关系 直接 导出 ， 
系统 的 哈密 顿 基 可 以 写成 


= > hwkck, Ack, 
Cy 


= >》 furakaaps— Dy hrbkabeat DD) lwr, (6.1.35) 
,入 >k kA<kp kA<kp 
(6.1.35) 式 中 第 一 项 表示 费 米 面 以 上 粒子 的 能 其 , 第 二 项 表示 费 米面 以 下 空 穴 的 能 
基 , 第 三 项 表示 没有 粒子 也 没有 空 穴 时 , 填 满 费 米 海 的 能 量 , 也 就 是 体系 基态 的 能 
其 . 显然 , 如 果 体 系 的 总 粒子 数 是 固定 的 , 则 每 产生 一 个 粒子 、 空 穴 对 就 使 体系 能 量 
增加 . 
自由 费 米子 体系 的 格林 函数 为 


iGSg(z, 2,t) = (bolT [bra(w, t) Ys (2 tgo), (6.1.36) 
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G 中 的 上 标 0 表示 没有 相互 作用 体系 , 对 这 样 的 体系 , 应 中 没有 竣 , 故 相互 作用 
表象 与 海 森 伯 表象 相同 , 且 体系 的 基态 为 归 一 化 的 , 因而 格林 函数 写成 (6.1.36) 的 
形式 . 

体系 处 在 基态 时 , 在 费 米面 以 上 没有 粒子 , 在 费 米 面 以 下 没有 空 穴 , 因而 有 下 述 
关系 : 


Qk,A|bo) = bz, 和 |g) = 0. (6.1.37) 


将 (6.1.34) 式 代入 (6.1.36) 式 , 先 考虑 在 t > t 的 情况 , 两 个 场 算 符 乘积 展开 成 
四 项 , 由 (6.1.37) 式 , 其 中 三 项 为 0, 唯一 不 为 0 的 项 是 


WA(Z)eristakA "RX (oer gk :9( ~ ke)O(k’ — ken). (6.1.38) 
将 (6.1.38) 式 作用 在 态 矢 量 |po) 上 , 有 
(go|ak,Aa 天 ,Ngo) = 5kk'6AX 


对 体积 为 V 的 费 米子 , Wn,x(w) 可 以 用 平面 波 的 形式 : 
Wk,A(T) = 元" 
将 以 上 结果 代入 (6.1.38) 式 , 把 自 旋 指 标 X, X 改 为 格林 函数 中 通常 使 用 的 符号 a, 6， 


并 加 上 表示 时 间 次 序 的 阶 跃 函数 0(t 一 ,6.1.38) 式 成 为 
到 se-e0erwatr00Gt 一切 0 一人 Jaap， 

对 时 间 次 序 t < 如 可 以 得 到 同样 结果 , 于 是 自由 费 米子 系统 的 格林 函数 可 以 写成 

iGo (zw,t; 21,t") = 学 De (ee) 

xd t)O(k — kr) — O(kp — KO —t)]. (6.1.39) 

当 体积 V 一 co 对 的 求 和 换 成 积分 : 

iGag(z, ts; ot)= Be dhe (ee) | 
x[O(t —#)0(k — ke) — Ot —t)0(ke —k)]. (6.1.40) 
引进 阶 路 函数 的 积分 表示 : 


ce dw eiw(t—t’) 
小 一 一 一 一 一 -一 
Olt—t)= fs 项 -可 (6.1.41) 
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(6.1.41) 式 可 以 这 样 证 明 : 对 上 > 妇 在 w 的 下 半 平 面 选 择 一 个 封闭 回路 , 在 回路 内 
有 一 奇 点 w = i. 留 数 为 -1, 如 果 t < ,在 w 的 上 半 平 面 选择 一 个 封闭 回路 , 回 
路 中 没有 奇 点 , 积分 结果 为 0, 于 是 (6.1.41) 式 得 证 . 将 (6.1.41) 式 代 入 (6.1.40) 式 
得 到 


oo 
Gale t) = (20 /a dweik'(2—m')e-iw(t-t) 
-oo 


O(k— kp) 0(kp—K) 
x6a8 | (6.1.42) 
对 (6.1.42) 式 作 傅 里 叶 变 换 得 
Sa O(k — kr) 0(ke — k) 
GYg(k,w) = 6ap | 十 | < (6.1.43) 


以 上 我 们 从 格林 函数 的 定义 出 发 , 求 出 了 自由 费 米子 系统 的 格林 函数 . 


6.2 格林 函数 的 物理 意义 


6.1 节 讨 论 了 格林 函数 的 定义 及 主要 的 数学 性 质 , 本 节 将 说 明 研究 格林 函数 的 
目的 及 格林 函数 的 物理 意义 . 
1. 格林 函数 与 可 观察 量 之 间 的 关系 

研究 格林 函数 的 目的 首先 是 因为 很 多 感 兴趣 的 物理 量 与 格林 函数 有 直接 联系 ， 
也 就 是 找到 了 体系 的 格林 函数 , 就 可 以 求 出 相应 的 物理 其 . 其 次 是 由 于 用 费 恩 曼 图 
方法 计算 格林 函数 的 微 扰 展开 式 比 用 过 去 理论 直接 计算 各 物理 最 更 容易 , 甚至 某 些 
过 去 理论 无 法 解决 的 问题 , 用 格林 函数 方法 可 以 得 到 解决 . 


考虑 一 个 单 粒子 算 符 : 
j= /azio， (6.2.1) 
其 中 j(z) 是 第 一 次 其 子 化 的 算 符 Jaa(z) 在 二 次 量子 化 形式 下 的 算 符 密度 . 有 
j(z) = > 四 (z)Joa(z)ya(z)， (6.2.2) 
算 符 密度 的 基态 平均 值 为 
{wolj(z) lo) 


Go) = wom) 


we 人 (| 庆 (ge(ejlyo) 
= dm, > VoolT) oo 
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对 上 式 作 表 和 象 变换 , 将 场 算 符 及 态 矢量 用 海 森 伯 表 象形 式 来 表示 , 上 式 可 写成 


t+ wi 


(j(2)) =+i im, sim BD Joalz)Gap (r,t; wt) 
ae 


一 士 i dm, im Tr[/(2)G(z,t zt)]. (6.2.3) 


由 于 ,7 可 以 包括 空间 微分 等 , 因此 必须 在 取 极 限 之 前 先 作用 在 格林 函数 上 ; t+ 表 
示 比 t 晚 无 限 小 时 刻 , 以 保证 算 符 的 时 间 次 序 与 格林 函数 定义 所 要 求 的 时 间 次 序 一 
致 ; 对 自 旋 变 数 的 求 和 用 TY 来 表示 . 因 可 观察 其 是 相应 算 符 的 平均 值 , (6.2.3) 式 说 
明 这 平均 值 可 用 格林 函数 来 求 出 . 这 是 普遍 的 结果 , 可 将 这 结果 用 到 具体 物理 量 上 . 
例如 , 粒子 数 密度 算 符 fi(z), 自 旋 密 度 算 符 5(z) 及 总 动能 算 符 全 的 平均 值 与 格林 
函数 之 间 的 关系 为 


(hw)) = +iTr[G(z, t; 2',t+)], (6.2.4) 
(6(2)) = 二 iT  G(z, t; 2, t+)], (6.2.5) 
(人 = 二 i 人 dz lim, [- 丢 neteset . (6.2.6) 


与 此 类 似 , 我 们 也 可 以 求 出 势能 的 平均 值 ， 


) 沾 (zw/)V(am')aavpp'Wp'(z')Wac(zlbo)》 
(wolwo) 


b+ 
( = Ed (wolyd (z 


BB 


(6.2.7) 式 中 包括 了 四 个 场 算 符 , 形式 上 看 似乎 需要 用 双 粒 子 格林 函数 , 但 由 于 薛 定 
谓 方 程 本 身 包括 势能 , 使 我 们 可 以 只 用 单 粒子 格林 函数 来 表 (VV). 
系统 哈密 顿 量 为 


六 = 于 /ee 这 (Jr 和 人 ) 


(6.2.7) 


+35 / sad oe) Ve, ena (eyo) (6.28) 
足 


由 全 同性 原理 , 粒子 变换 时 相互 作用 不 变 , 即 
V (2, "Ja0,8p’ 一 Y(z'm)aevaav 
海 森 伯 表象 场 算 符 的 运动 方程 为 


hf alo) = [aolwd), DD = no (2), Deihn, (6.2.9) 
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其 中 ， 
网 G@) 癌 = 开 /ecolo), 夺 CTC)yo 人 al 
有 


#3 / dazdaz'[ya(z), 二 (z)93(z0) 


XV(z, 2 )pp ry dy (2 ) der(z)]. (6.2.10) 
为 了 计算 对 易 关 系 , 用 等 式 ， 
_ 人 [4,8B]C 一 BIC,4， 玻 色 子 ; 
多 二 { {4,B}C - B{C, 4}， 费 米子 . 
显然, 上 述 关系 式 对 玻 色 于 及 中 米子 有 相同 形式 ， 为 确定 起 见 ， 我 们 只 讨论 烧 子 
对 臻 色 子 情况 更 简单 一 些 . 
用 (6.2.11) 式 及 费 米 子 的 反对 易 关 系 , 可 算出 (6.2.10) 式 中 的 对 易 子 ， 
Bee), 名 =T(e)ge(m) 
3 8 Ve sonar (ole) 


(6.2.11) 


3 5 f ee) Vo, ope by (eo) (6.212) 


Wo 
对 势能 中 第 一 项 作 变数 变换 ; 5 一 7, PB' 一 7,Y 一 B',z 一 z', 可 得 
Walz), DM =T(2) Vas) + pp fe z+ (2 )V (v2, 2 )ap ~ ‘(2 ) War(z). (6.2.13) 


方程 (6.2.9) 成 为 
[a pe zol Ha(mt) 
= /ee Ve gas spat 62 区 
PY 
(6.2.13) 式 及 (6.2.14) 式 的 结果 对 玻 色 子 同样 正确 . 
在 (6.2.14) 式 左边 乘 1 站 (zt), 取 基 态 平均 值 : 


-A (Wolo (wt) Ya (, tlwo) 

[六 za (wolwo) 

3 x (ole ("ty (2 VD 2)op rv uy (zt Dap (wt) 
Df" i 


ByYy’ 
(6.2.15) 
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取 z' 一 zz,t 一 t 的 极限 , (6.2.15) 式 左边 为 


a A 二。 
ti him, im [in 一 zol Gaa(®,t; w/t), 


(6.2.15) 式 右边 将 海 森 伯 表象 的 场 算 符 变 为 薛 定 刘表 象 的 场 算 符 , 与 (6.2.7) 式 比较 ， 
作 相 应 的 变数 变换 , 最 后 对 a 求 和 对 z 积分 , 得 


pe 人 二 3 
(0) = +43 / dz lim, Jim, D> [i 机 zj] Goa(w,t; wt). (6.2.16) 


将 (6.2.6) 式 及 (6.2.16) 式 组 合 ; 用 单 粒子 格林 函数 表示 出 系统 基态 的 总 能 量 为 


= 位 十 V) = (A) 
Ef $: / ss lim lim [a + 人 T(z | TrG(z,t; zw',t) 


t+ wi 
四 0 Ky eh 
一 二 站 dz Wim, olim, [8 一 实 | TrG(o t; 2',t). (6.2.17) 


由 以 上 分 析 可 知 , 如 果 已 经 求 出 物理 体系 的 格林 函数 , 就 可 求 出 系统 的 物理 量 , 


2， 格林 函数 的 物理 意义 


为 了 了 解 格林 函数 的 物理 意义 , 考虑 二 个 在 t = 0 时 刻 处 在 基态 的 体系 , 体系 
在 时 刻 t 的 状态 , 在 相互 作用 表象 用 态 矢 基 |yr(t)) 来 表示 , 如 果 在 t 时 刻 , 2' 处 加 
进 一 个 粒子 到 体系 中 去 , 体系 的 态 矢 基 成 为 如 5(z ,tIwr(t)), 随 着 时 间 的 发 展 , 粒 
子 将 在 体系 中 传播 , 状态 随时 间 的 变化 可 以 用 么 正 变换 来 表示 . 


Ut, ti (et) hr(t)). 


现在 要 问 : 在 t 时 刻 、z 处 有 一 个 粒子 的 概率 为 多 大 ? 
所 谓 “ 在 + 上 时刻, 在 = 处 有 一 个 粒子 ”的 状态 为 上 (ze, 划 lyr(tb)》) 从 量子 力学 原 
理 可 知 这 概率 应 为 


(wr (Dlra(w) Ut, tp (et hbr(e)). (6.2.18) 
由 表象 理论 可 知 : 


Wralw,t) = V(t, Oaa(w, UC0,t), } 全 
Iwo) 


Iwr(t)) = U(t, 0) wz(0)) = Iwa) = 


“294. 第 6 章 ”量子 统计 中 的 格林 函数 方法 


将 (6.2.19) 式 代入 (6.2.18) 式 , 可 得 


(wbr(D rez Ut t ioe the)) 

= (wr(OIU(O0, Ut, Oalz, UO, Ut, t) 

x[U(t, 0)WEa(e", U0, UE, 0) wr(0)) 

= (yoda(z,t) Wg (zt ) hpo), (6.2.20) 


此 式 正 是 t > # 时 的 格林 函数 ; 换言之 , 单 粒子 格林 函数 表示 我 们 在 (zz) 给 体系 
加 进 一 个 粒子 , 粒子 将 在 体系 中 传播 , 在 (z, 找到 一 个 粒子 的 概率 . 也 正 是 在 此 塌 
义 上 , 格林 函数 也 被 称 为 传播 子 . 

完全 关 似 的 , 当 t < t 时 格林 函数 表示 在 (z, 处 产生 一 个 空 穴 , 在 (z',t) 找 
到 一 个 空 穴 的 概率 ， 

6.1 节 讨 论 了 格林 函数 的 解析 性 , 决定 了 极点 的 位 置 , 现在 将 阐明 格林 函数 极点 
的 物理 意义 . , 

由 传 里 叶 变 换 的 定义 ,有 


G(k,t) = 人 加 eG o). (6.2.21) 


由 于 G(k,w) 有 复杂 的 解析 结构 , 遵循 6.1 节 对 极点 位 置 的 分 析 , 根据 hy > / 或 
fiw < jh 将 积分 分 成 两 部 分 . 


G(k,t) = Vi Ee-wG(k,w) 十 多 中 eeeG(eoh， (6.2.22) 
一 oo bh 
其 中 第 一 项 当 w 为 实数 , w < ji 时, 被 积 函数 与 超前 格林 函数 GA(k,w) 重合 , 积 
分 写成 人 
广 密 dw -ivtG(k,w) = 广 密 dw 6-iwtGA(k, wh 


GA(k,w) 在 下 半 面 为 解析 的 , 可 将 积分 路 径 从 ci 变 为 以 ( 见 图 6.2.1(a)), 由 于 GA 在 
人 | 一 oo 时 的 渐 近 行为 v 二 ,由 Jordan 引 理 , 在 大 辑 弧 上 的 积分 为 0, 所 以 有 


AH p/h 
人 庆 ewG(ho) = / de eGo). (6.2.23) 

(6.2.22) 式 的 第 二 项 也 可 以 作 类 似 处 理 ， 当 w 为 实数 , w > p/hi 时 ，G(k,w) 
与 GR(k,w) 重合 , 但 GR 在 下 半 平 面 有 极点 ， 为 了 简单 起 见 , 取 相 互 作用 系统 的 
最 简单 模型 , 设 GR(k,w) 在 下 半 平 面 洁 近 实 轴 处 有 一 孤立 奇 点 一 一 极点 , 位置 为 
w= 多 一 ix 留 数 为 a. (如 果 GR 有 不 止 一 个 极点 , 则 对 每 一 个 极点 都 可 以 进行 同样 
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的 分 析 ). 积分 路 径 由 cz, 改 为 史 ( 图 6.2.1(b)), 同样 在 大 圆 弧 上 的 积分 为 0, (6.2.22) 
式 第 二 项 成 为 


/hioo 3 Ms 
divtG(k,w) = / da iotGR (ky w) — iae-ient/he-mt, (6.2.24) 
oj 2 p/h 2r 


| 中 平面 


Bh-iy, 


全 (b) 
图 6.2.1 计算 G(k,t) 的 积分 回路 (t > 0) 


将 (6.2.23) 式 与 (6.2.24) 式 合并 


G(k,t) = / pp Pe Tiot[{GA (kw) — GR(k, w)] -iae-iexWhe-Yet，， (6.2.25) 
在 下 述 条 件 下 可 以 证 明 (6.2.25) 式 右边 第 一 项 与 第 二 项 相 比 是 可 以 忽略 的 : 

(1) ltl(e 一 办 (ex 一) 是 表示 了 从 费 米面 算 起 的 激发 态 的 能 晤 , 这 条 件 意 
味 着 时 间 不 是 太 短 , 测 不 准 关系 不 起 显著 作用 . 

(2) ltlye < 1 即时 间 不 是 太 长 , 粒子 在 传播 过 程 中 没有 很 大 衰减 

(3) ek 一 上 很 小 说 明 体系 的 激发 能 很 小 . 

在 (6.2.25) 式 等 号 右边 的 被 积 函数 中 有 et 的 因子 , 它 在 Imw 很 大 时 为 指数 
衰减 , 故 积 分 主要 贡献 来 自 于 僻 近 实 轴 处 ,由 条 件 (1) 及 (2) 可 知 一 4 > Yk, 又 
由 条 件 (3), (sk 一 很 小 , 因而 yi 很 小 , 也 就 是 极点 很 靠近 实 轴 处 , 所 以 积分 中 的 
GR(k,w) 可 用 极点 附近 的 值 代入 , 在 极点 附近 的 实 轴 上 有 


a 


CR OO 机 一 一 -一 -一 一 . 
(kw) WwW — Ek/R + Yk 


(6.2.26) 


又 由 于 
A(k,w) = [GR (Rk, wj (6.2.27) 
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得 到 


p/h 
矿区 cs 四 -Go 
p/h-ioo 2 


p/h p 
= / do Git GR(k, w) 
n/N-ioo < 
Hh du @-iwt 
一 2ia / Ee 
VW J nioo 7 (WO — er/ + 


作 变 数 变 换 , 令 4 = i(w 一 /及 ， 


a Gerint/ 人 -ut 
nT 0 2 人 一 Ek , 
课 +| ~ 


由 被 积 函数 的 分 子 可 知 /< 了 时 , 积分 贡献 是 主要 的 , 而 ii(ex -内 > 2 


忽略 分 母 中 %% 及 i 的 项 得 
大 -Bal — eg)-2eit/n, 


此 式 的 绝对 值 为 局 
(mt) -lyraf?(p 一 ck)-2 < rk 
(6.2.25) 式 第 二 项 的 绝对 值 为 
Qe Wt oa, 
由 于 上 (ex 一 名 光 馈 比较 上 面 两 式 ， a 
1 
Tt (1 — ek) 


所 以 可 以 忽略 (6.2.25) 式 中 第 一 项 , 只 保留 第 二 项 ， 


G(k, t) ~ —iae ient/Ne—Yet. 


Ta. 


故 可 以 


(6.2.28) 


作为 对 比 , 回忆 一 下 在 6.1 节 中 讨论 的 自由 费 米子 体系 的 例子 , 在 (t > 切 ) 及 


(k > kp) 的 条 件 下 , 作出 (6.1.43) 式 对 频率 的 积分 , 得 到 


GO(k,t) -ierieRt/ 


(6.2.29) 


(6.2.29) 式 表明 对 没有 相互 作用 的 系统 , 粒子 的 传播 不 受 干扰 , 粒子 的 能 其 是 不 变 
的 , 找到 粒子 的 概率 随时 间 变 化 是 简 谐 式 的 振荡 ; 而 (6.2.28) 式 表 示 的 是 有 相互 作 
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用 的 系统 , 找到 粒子 的 概率 是 随时 间 衰 减 的 ; 此 时 的 激发 已 不 是 单 粒子 激发 , 而 是 集 
体 激发, 称 ex 为 元 激发 能 量 , ye 则 表示 了 元 激发 的 寿命 : ek 及 Yk- 的 值 是 由 格林 范 
数 的 极点 所 决定 , 最 终 得 到 的 结论 是 格林 函数 的 极点 是 表示 了 体系 元 激发 的 能 谱 及 
寿命 . 


3 维 克 定 理 


对 自由 费 米子 系统 , 已 经 在 6.1 节 从 格林 函数 的 定义 出 发 , 严格 计算 了 体系 的 
格林 函数 , 但 对 更 多 的 体系 , 无 法 严格 计算 其 格林 函数 , 必须 采用 各 种 近似 方法 , 微 
扰 论 是 一 种 主要 的 近似 方法 , 维 克 定理 是 用 微 扰 展 开 计算 格林 函数 的 工具 , 对 臻 色 
子 系统 , 在 绝对 零度 时 存在 着 凝聚 现象 , 其 格林 函数 较为 复杂 , 我 们 只 限于 讨论 费 米 
子 的 情况 . 


1. 格林 函数 的 微 扰 展开 式 
在 表象 变换 理论 中 已 经 知道 , 如 果 体 系 的 哈密 顿 最 可 以 写成 


=n+H 
的 形式 , 则 算 符 U(t,to) 可 用 微 扰 展 开 式 表示 : 
U(t,to) = 二 (二 二 六 dti fate) ta)]. (6.3.1) 


为 了 导出 格林 函数 的 微 扰 展 开 式 , 先 证 明 以 下 的 等 式 (用 |6o) 表示 相互 作用 表 


象 的 基态 )， 
(bolOn(Dlyo) 1 "(3) 1 
(Volbo) (polSlgo) hj) ul 
x 三 ntti eo (6.3.2) 
(6.3.2) 式 左边 为 
(wbolOn (tlwo) 
(wolwo) 
 ($olUV (00, OU(O, t)Or(t)U(t, OU(O, —o0)|po) 
(GolU (00, 一 co)jlgo》 


_ (golU (00,t)Or(D Us, —o0)lgo) 


(bolSIG0) Be 


298 . .第 6 章 ”量子 统计 中 的 格林 函数 方法 


其 中 人 $==U(oo, -co) 称 为 3 矩阵 . 
(6.3.3) 式 中 分 子 部 分 将 U 算 符 展开 成 级 数 形式 : 


U(o00, t)Or(t)U(t, -co) 


= 3) /a deal) Oi 


De 
x 三 CD i ff. db dtmT[HIr(t1) .Ar(tm)]. (6.3.4) 


(6.3.2) 式 右边 将 求 和 式 第 项 分 成 Got) 两 组 , 其 中 n 个 时 间 次 序 为 妇 > t,m 
个 时 间 次 序 为 ty < 这 种 分 法 总 共有 一 种 , 然后 对 各 种 可 能 的 m,n 值 求 和 , 满 


pe 


足 条 件 v = m+n, 保证 了 整个 积分 与 " 重 积分 相同 . 即将 (6.3.2) 式 右边 写成 


DED FE) imma [en fai) tle) 


v=0n=0 m=0 


of a dtaT [Bi(t) 1b) (6.3.5) 


6 函数 的 存在 保证 了 条 件 v = m +n, 而 最 后 需要 对 v 求 和 , 因此 可 以 不 要 6 函数 ， 
也 不 需 对 “” 求 和 , 而 是 改 为 对 各 种 可 能 的 m,n 值 求 和 , (6.3.5) 式 与 (6.3.4) 式 完全 
相同 , 也 就 是 证 明了 (6.3.2) 式 成 立 . 

由 (6.3.2) 式 不 难 推广 到 分 子 上 有 两 个 场 算 符 的 情况 , 只 需 将 (6.3.2) 式 右边 分 
成 y= m+n+p 三 段 ， 人 
基态 的 平均 值 可 用 微 扰 展 开 表 示 ， 


(wolT[On(t) On (tlwo) 
(wolwo) 


1 /i\ 1 1 p 
一 全 四 x (% (i) 让 厂矿 ri 
“Fr(ty)O7(t)Or(e)), 


上 式 即 给 出 了 格林 函数 的 微 扰 展 开 式 ， = 


ev 三 (局 ) 二 记 dn 


oT ) (oe) (WIlGo) 
(golSI¢o) 


(6.3.6) 
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其 中 > = (wzo) = (z, 刀 ), 上 述 表 示 式 是 在 相互 作用 表象 , 相互 作用 势 可 以 表示 成 
Ul(z1,72)= V(e1 22)6(t —t2). (6.3.7) 
用 (6.3.7) 式 可 将 (6.3.6) 式 的 逐 级 展开 式 写成 
iGog(z,y) = (polT [Wa(z)P (WIGo) 
十 (3 > 3 / sma 0 (en a 
说 
x (bolT IO (zw 0 (wh) (zh) Dy (zi)ya(z)9 地 (lto) 十 …，(6.3.8) 
其 中 G 表示 只 写 出 了 (6.3.6) 式 中 的 分 子 部 分 . 从 (6.3.8) 式 看 出 , 计算 格林 函数 也 
“就 是 计算 一 系列 算 符 编 时 乘积 的 基态 平均 值 . 
2. 维 克 定理 
首先 给 出 几 种 算 符 特殊 乘积 的 定义 ， 
(1) 编 时 乘积 . 将 场 算 符 按时 间 次 序 排列 , 时 间 早 的 在 右边 , 每 次 费 米子 算 符 的 
交换 增加 因子 (1). 编 时 乘积 用 符号 T 表示 , 写成 
T(ABOD...) = (-1)°(CADB...), . (6.3.9) 
其 中 因子 P 是 将 一 个 给 定 的 算 符 排列 改 为 按时 间 次 序 排列 所 需要 对 费 米 子 算 符 进 
行 交换 的 次 数 . 
(2) 正规 乘积 . 将 场 算 符 按 产 生 算 符 在 左边 , 潭 没 算 符 在 右边 的 次 序 排 列 , 每 次 
费 米 子 算 符 的 交换 增加 因子 (-1). 用 符号 N 表示 , 写成 
N(ABCOD...) = (-1)?N(CADB...). (6.3.10) 


与 工 乘积 类 似 , P 表示 费 米子 算 符 的 交换 次 数 . 
例 , 对 费 米 算 符 有 


NEG(o) Dt (0)] = 一季 (Wo) 
正规 乘积 的 方便 之 处 是 在 于 其 对 未 受 微 扰 的 基态 bo) 的 平均 信 为 0; 这 结果 对 
即使 是 全 部 由 产生 算 符 组 成 的 N 乘积 也 是 正确 的 . 因而 算 符 了 乘积 的 基态 平均 值 
可 以 通过 将 了 乘积 变 成 N 乘积 来 求 , 当然 , 这 种 改变 会 引起 一 些 附加 项 . 
(8) 算 符 的 收缩 , 两 个 算 符 的 收缩 定义 为 两 个 算 符 的 了 乘积 与 N 乘积 之 差 ,用 
巡 来 表示 . 即 


VV = TV0V)- MOV), (6.3.11) 
(6.3.11) 式 就 是 将 7 乘积 改 为 N 乘积 所 引起 的 附加 项 
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由 以 上 性 质 , 再 利用 相互 作用 表象 中 场 算 符 的 展开 式 : 
穴 (m, 及 = 六 Dore ot i) 


+ 廊 ee -ioetg(kp 一 月 
k 


立即 可 以 求 出 
好 (时 (oo 区) 

=Tpr(z, tt) (zt)] — Nr (vt) (vt)] 

ee — ke)0(t —t) — 0(ke 一 Ab(t 一 妇 

=iG"(g,t; 2,t) =iG°(z, 2)). (6.3.12) 
(6.3.12) 式 最 后 一 步 利 用 了 6.1 节 的 (6.1.39) 式 . 与 此 类 似 可 得 

(wD) = (et) =0. 

可 以 看 出 , 两 个 算 符 的 收缩 不 再 是 算 符 , 而 是 C 数 ; 或 者 是 0, 或 者 是 iG 人 . 


在 正规 乘积 内 的 算 符 之 间 也 可 以 发 生 收缩 , 其 定义 为 
N(XYZ:.:UVW)=(-1) 7 N(XYWZ DTV) 


=(-1)7(YW)N(X2...UV). (6.3.13) 
4 N(4BCD.…TUV…XY2) 
=(-1)?N(AVBDC...TYU...X2) 
=(-1D)"(AV)(BD)(TY): N(C .UX2). ， (6.3.14) 


以 上 两 定义 中 因子 P 依然 是 费 米 子 算 符 的 交换 次 数 . 
下 面 我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 设 N(VUV…XY) 是 一 个 正规 乘积 , 2 是 一 个 算 符 , 它 的 时 间 比 N 中 任 
何 一 个 算 符 的 时 间 都 早 , 则 有 
N(UV .XY)Z=N(UV... XYZ) + N(UV... XYZ) 
+ N(UV XYZ) + N(UV .XYZ) 
+N(UV... XY2). (6.3.15) 


证 明 : 
(6.3.15) 式 等 号 两 边 的 算 符 (VV .…XY) 均 按 同一 次 序 排列 , 因而 这 些 算 符 之 
间 的 任意 次 交换 , 只 要 保证 每 项 中 算 符 的 次 序 相同 , 不 会 影响 等 式 的 成 立 , 也 就 是 每 
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项 由 于 算 符 交换 而 产生 的 (-1)2 因子 都 可 消去 , 故 可 以 认为 算 符 (UV…XY) 已 经 
是 按照 正规 乘积 的 次 序 排列 . 
算 符 2 可 以 是 产生 或 潭 没 算 符 , 先 考虑 当 2 是 潭 没 算 符 的 情况 . 用 W 表示 算 
符 (UV…XY) 中 的 任意 一 个 , 按照 引 理 的 条 件 有 tw > tz, 因而 
了 9 =T(2)- N(WZ)=W2Z — WZ =0. 


也 就 是 (6.3.15) 式 右边 所 有 算 符 与 2 的 收缩 均 为 0, 因而 (6.3.15) 式 成 立 . 
当 2 为 产生 算 符 时 , 只 需 证 明 (UV …XY) 的 所 有 算 符 均 为 潭 没 算 符 的 情况 即 
可 . 原因 是 如 果 这 些 算 符 中 包括 产生 算 符 , 则 产生 算 符 与 2 的 收缩 为 0, 不 会 影响 等 
式 的 成 立 . 下 面 用 数学 归纳 法 证 明 当 2 为 产生 算 符 , 其 他 均 为 潭 没 算 符 时 ，(6.3.15) 
式 成 立 . 
当 N(UV…XY) 中 只 有 一 个 算 符 时 , (6.3.15) 式 显 然 是 正确 的 , 因为 
N(Y)Z2=Y2Z=T(Y2)=(Y2)+N(YZ). 
假设 N(VV…XY) 中 包括 n 个 算 符 时 , (6.3.15) 式 为 正确 的 , 在 (6.3.15) 式 各 项 的 
左边 乘 上 一 个 洒 没 算 符 R, 并 设 tn > tz, 有 
RN(UV .XY)Z=RN(UV... XYZ)+... 
+RN(UV... XYZ)+ RN(UV... XYZ), 
由 于 UV… XY 均 为 漂 没 算 符 , 上 式 中 除 右边 最 后 一 项 外 , 都 可 将 已 移 到 N 乘积 
内 , 即 


N(RUV .XY)Z=N(RUV XYZ) +... 
HN(RUV XYZ) + RN(UV... XYZ), (6.3.16) 


(6.3.16) 式 中 最 后 一 项 有 


N(UV :XYZ2)= (-1)?2UV... XY, 


RZ=T(RZ)= RZ + N(RZ)= RZ +(-1)2R. 
所 以 
RN(UV... XYZ2)=(-1)PRZUV... XY 
=(-1D)? RZUV .XY +(-1)?(-1)ZRUV... XY 
=N(RUV... XYZ)+ N(RUV... XYZ). 


将 此 结果 代入 (6.3.16) 式 , 得 
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N(RUV .XY)Z=N(RUV... XYZ) + + N(RUV.. XYZ?) 
+N(RUV... XYZ)+ N(RUV... XYZ). 


因此 我 们 证 明了 当 N(UV…XY) 中 有 (n + 1) 个 算 符 时 , (6.3.15) 式 成 立 , 也 就 是 
引 理 成 立 . 
可 以 进一步 将 上 述 引 理 扩充 , 在 (6.3.15) 式 各 项 中 相同 的 地 方 加 入 若干 对 算 符 
的 收缩 , 引 理 显然 是 成 立 的 . 即 
N(UVR..:QXY)Z=N(UVR:.. OXYZ)+... 
+N(UVR...QXYZ) + N(UVR...QXYZ) 
维 克 定 理 
算 符 的 编 时 乘积 可 以 按照 下 述 方式 改写 为 一 系列 正规 乘积 之 和 . 
T(UVW... XY2)=N(UVW... XYZ)+ N(UVW... XYZ) 
HN(UVW XYZ) + + N(UVW. XY ZF) + 
+N(UVW. XYZ) + + N(UVW... XYZ), (6.3.17) 


(6.3.17) 式 等 号 右边 是 包括 一 切 可 能 收缩 的 项 “一切 可 能 收缩 ”的 意思 是 指 包含 
各 种 可 能 的 两 个 算 符 的 收缩, 四 个 算 符 的 收缩 等 等 , 直到 全 部 收缩 完毕 . 

定理 的 证 明 依 然 用 数学 归纳 法 . 

当 了 乘积 中 包含 两 个 算 符 时 , 定理 显然 成 立 , 这 是 因为 

T(UV)= N(UV)+ UV 
假设 了 乘积 中 有 个 算 符 时 定理 依然 成 立 , 在 (6.3.17) 式 等 号 两 边 每 一 项 右 乘 一 个 
算 符 , 令 标 志 算 符 RR 的 时 间 比 标志 算 符 U,V,W…XX,Y 和 2 的 时 间 都 早 , 则 有 
T(UVW... XYZR)=N(UVW... XYZ)R+ N(VUVW... XYZ)R 
+ + N(UVW... XYZ)R; (6.3.18) 
二 二 = 一 


(6.3.18) 式 中 对 等 号 右边 每 一 项 都 应 用 引 理 (6.3.15) 式 , 可 将 算 符 尺 移 到 正规 乘积 
内 , 在 右 乘 尺 之 前 , 等 式 右边 包括 了 各 种 可 能 的 收缩 项 , 当 右 匀 RR 且 应 用 (6.3.15) 
式 后 , 等 号 右边 也 包括 了 所 有 算 符 与 RR 之 间 收 缩 的 项 , 这 就 是 (n + 1) 个 算 符 的 维 
克 定理 . 最 后 需 指出 一 点 , 在 证 明 过 程 中 对 算 符 R 所 作 的 时 间 次 序 的 规定 , 并 不 影 
响 定理 的 普遍 性 , 这 是 因为 只 要 在 上 述 情 况 下 , 证 明定 理 是 成 立 的 , 则 对 (6.3.17) 式 
中 每 一 项 算 符 作 相同 的 置换 , 产生 的 (-1)” 因 子 都 可 消 掉 , 定理 依然 成 立 . 

维 克 定 理 使 我 们 可 以 用 微 扰 论 的 级 数 展开 来 计算 格林 函数 , 在 格林 函数 的 微 扰 
展开 式 (6.3.8) 中 , 需要 计算 的 就 是 一 些 算 符 的 编 时 乘积 对 没有 相互 作用 基态 的 平 
均值 . 现在 可 以 将 了 乘积 改 为 一 系列 N 乘积 之 和 , 在 这 些 项 中 , 除 算 符 全 部 收缩 的 
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那些 项 外 , 其 余 的 对 基态 平均 值 均 为 0; 在 算 符 全 部 收缩 的 那些 项 中 , 只 有 当 收 缩 是 
发 生 在 一 个 产生 算 符 与 一 个 潭 没 算 符 之 间 的 项 才 不 为 0. 这 样 就 使 我 们 的 计算 大 为 
简化 . 

以 (6.3.8) 式 中 一 级 项 为 例 , 来 解释 这 一 计算 过 程 . 一 级 项 可 写成 


了 i 1 
iGY= pp / dtz1dtzIU (21 7) pp 
pp 


x (polT I 2) zDD (zB zi) a2) (WIGo). (6.3.19) 


(6.3.19) 式 有 六 个 场 算 符 的 编 时 乘积 , 应 用 维 克 定理 改 成 N 乘积 后 , 全 部 收缩 的 项 
应 为 15 项 , 但 不 等 于 0 的 项 只 有 六 项 , 每 对 不 为 0 的 收缩 得 到 一 个 自由 粒子 的 格林 
函数 , 可 将 (6.3.19) 式 写成 为 简单 起 见 , 只 写 出 算 符 部 分 ): 


(golT OX zB (ob oY (zn) Vols) (Wo) 


=(polN[X (Zz1) 寻 (人 人 (vi (Zi) 2) (lpo) (A) 
+ (pol NBL (on) (oD ( Dy wy (vi) ae) (Vlgo) (B) 
+(GolN[I (oD) (oD (oD (ri) ale) (Wpo) (0) 
+(goIN 红 (2D) 寻 GD (zy (vn) Yolo) WIGo) (D) 
+(GolNIOX (zt (zDD (oi) (vn) ba(z) Wy (WIGo) (E) 
+ (GolN WV (C2) (oD) (0) (1) ba (2) (yl6o) (F) 
=iGag(z,9) “iG (2 21) iGY, Act v1) (A) 
iG® (zy) iGo,\(z4, 21) iG,(z1, zh (B) 
~iGa, (2, 24) “iGp,g(21, 9) iG, A(z1, £1) (CO) 
十 iGQA(z 21) :iGY,,(z1, 24): iG0 8(T1,Y) (D) 
-iG9, (m21) 1G gen) 1G, (4,0) (E) 
+iG®, (2, 21) iG0,\(z4, £1) ,iGY,g(z1,Y) (F) (6.3.20) 


所 以 对 一 级 项 , 余下 的 工作 就 是 对 上 述 六 项 进行 积分 . 从 这 一 例子 说 明了 格林 函数 
微 扰 展开 式 的 计算 被 简化 了 . 


6.4 ”有限 温度 格林 函数 


基态 格林 函数 是 场 算 符 工 乘积 对 基态 的 平均 值 , 基态 只 有 一 个 状态 , 平均 值 就 
是 直接 取 和 矩阵 元 , 也 就 是 格林 函数 的 定义 . 当 考虑 有 限 温度 时 , 系统 处 在 激发 态 , 可 
有 不 止 一 个 状态 , 计算 统计 平均 时 , 需要 用 系 综 的 密度 矩阵 来 求 平均 . 为 普遍 起 见 ， 


天 
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考虑 系统 的 粒子 数 是 可 变 的 , 所 以 用 巨 正 则 系 综 , 密度 矩阵 为 


ba = exp[-¢ ~— P(A ~ pN)] (6.4.1) 
令 
KK=f-pN; (= -Pn, (6.4.2) 
得 
Bo = eA(2-K). | (6.4.3) 
相应 的 巨 配 分 函数 为 
Ze = Tr(e-AR). 


把 六 看 成 是 巨 正则 系 综 中 等 效 哈密 顿 基 , 将 海 森 伯 表 象 与 薛 定 诅 表象 之 问 算 
符 的 变换 关系 推广 到 巨 正则 系 综 情况 : 


Ok(z,r) = eRr/nOs(w)e-Kr/n, (6.4.4) 


其 中 算 符 Ok 的 下 标 代替 过 去 的 有 H; 7 = 思 用 虚 时 7 以 后 , 场 算 符 之 间 的 变换 关 
系 为 


ha(27) = eR /Ma (wv)e-Kr/n, 

统 名 7) = oR/ht (w)o-Kr/n, (6.4.5) 
1. 有 限 温度 格林 函数 的 定义 [oa 

定义 单 粒子 有 限 温度 格林 函数 为 
ges(o7, 017) = —Tr{PoT [role,7)W (7)), (6.4.6) 

其 中 名 是 对 时 间 r 的 编 时 算 符 , 按 r 的 值 的 先后 排序 ,与 基态 算 符 从 相关 似 , 费 米 
子 算 符 的 交换 会 产生 负 号 ; tr 不 是 对 自 旋 空 间 的 指标 求 迹 , 而 是 对 巨 正则 系 综 求 平 
均 的 迹 , 也 就 是 对 状态 完全 集合 进行 , 相当 于 


Tr~ > (Vim|l |N mh) 
Nn 


为 了 避免 混淆 , 以 后 对 自 旋 空 间 求 迹 改 用 tr 表示 . 


6.4 有 限 温度 格林 函数 : -305 ， 


2. 与 可 观察 量 的 关系 
如 果 系 统 的 产 不 显 含 6, 格林 函数 只 依赖 于 (7 一 7'), 而 不 是 分 别 依赖 于 7 及 
7 证 明 过 程 与 基态 格林 函数 完全 类 似 , 不 再 重复 . 
令 
9aa(zmar+) = trg(zrimr+)， 


其 中 7+ 是 7 十 当 从 正方 向 趋 于 0 的 极限 值 . 
由 定义 可 知 : 


tr9(zr,zT+) = 干 > Trlfadi, (wT) ke (27)] 


可 


= epn 5 Trle-AR eR/ (w)da(w)e- Kr/ 
= Fo DTrle HR Yt (w) bal)] 
= (A)). et 


(6.4.7) 式 证 明 过 程 中 利用 了 TY 的 循环 性 质 ; 等 号 右边 的 负 号 表示 玻 色 子 , 正 号 适用 
于 费 米子 , 在 有 限 温度 下 , 讨论 的 格林 函数 对 玻 色 子 及 费 米 子 同样 适用 , (6.4.7) 式 表 
示 了 粒子 数 密度 在 巨 正则 系 综 的 平均 值 与 格林 函数 之 问 的 关系 . 

粒子 数 平均 值 可 表示 成 


N(T, Vn) = dazTr9(zrzT+). (6.4.7b) 
对 更 普遍 情况 , 任意 单 粒子 算 符 对 巨 正 则 系 综 的 平均 值 可 以 表示 成 ， 
( 念 =Tr(ic 放 
= / ee je)alic 叶 goal 
» oo 


= 干 / daz lim, lim, Jpau(z)9ap(zTz'T') 
a 


一 干 / dz lim, im, tr[J(2)9(z7, 2'7")] (6.4.8) 

由 (6.4.8) 可 得 到 
(5) = 干 / dsztrl59(zr,zr+)]， (6.4.9) 
(了) = 二 / dz Jim, A trg(ar ar+). (6.4.10) 
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与 基态 情况 相 类 似 , 位 能 算 符 也 可 以 用 单 粒子 格林 函数 来 表示 , 从 海 森 伯 表 象 
场 算 符 的 运动 方程 出 发 : 


nbalar) = hE [ek /yaa)e Rr/ = [Kha (en). (6.411) 


为 简单 起 见 , 假设 势能 与 自 旋 无 关 , 与 基态 情况 相 类 似 , 计算 (6.4.11) 式 右边 的 对 易 
子 , 得 到 


过 ka (27)= Ty, (27) + pra (27) 
dee (oT) bry (TV — "ba (wT). (6.4.12) 


(6.4.12) 式 两 边 习 名 g(w'7), 对 巨 正 则 系 综 求 平均 ， 


Foo(e Th bea (en) 
= { Bowbita(z2'7) [( 塞 + 四 Wia(zr) 
-fs ee Ve obralen)| }, 
等 号 左边 就 是 格林 函数 ， 
Fhlpoto (eh talon)] = ,Jom, sR Gaon 27)]. 


等 号 右边 将 5c 训 因子 放 进去 , 将 海 森 伯 表象 场 算 符 换 成 薄 定 刘表 象 , 利用 tr 的 特 
环 性 质 , 第 一 项 得 到 格林 郴 数 , 第 二 项 就 是 相互 作用 势能 的 平均 值 ， 即 
份 = / daarV (or)mrlpott Ce) (oe") x h(a") 
= 二 / dz wjim lim, + 安 Ev 
由 此 可 得 哈密 屯 量 的 系 综 平均 值 也 就 是 系统 的 内 能 为 
0 hi2v2 | 


A 1 3 加 
= (站 == 二 3 fs zim, lim, [二 -+ tons) (64.14) 


一 一 十 可 trG (27, p'7"). (6.4.13) 


势能 的 平均 值 可 用 来 计算 热力 学 势 Q. 引进 带 耦 合 常数 的 哈密 顿 量 : 
BN)=P+AMr, KM) = Kot MF, (6.4.15) 


其 中 ， 
Ko=Bo-pN; Ki=hh. 


和 
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当 入 = 0 描述 了 没有 相互 作用 的 体系 , 而 和 = 1 则 是 描述 了 有 相互 作用 的 体系 . 对 
六 的 巨 配 分 函数 为 


Ze = e-8px = tre-pKCA)， (6.4.16) 
将 (6.4.16) 式 对 入 求 导 数 
强 pF Ge. (6.4.17) 
将 (6.4.16) 式 指 数 上 的 算 符 展开 ， “ 
Zas= De) Co + AR1)". 
所 以 


0 和 
GE = Dn (Ro + ARi)" 


un Dm) -BnTrl(Ro + AR1)™-1K] 


= -pn —1)1]-1(-B)"-Tr[(Ko + AKI)™-!K)] 
n=1 


=-Ptr(e-ARN Fi) 
= -foom (MRK7)a, (6.4.18) 


BA _ ARs _ WMA) 
DA 入 si 


从 入 =0 到 入 =1 积 分 : 
-m= f A-1dA(AH7)a, (6.4.19) 
0 
其 中 fo 是 没有 相互 作用 系统 的 热力 学 势 ,是 可 以 求 出 来 的 . (6.4.19) 式 给 出 了 2 的 
一 个 表示 式 , 可 以 改写 成 用 格林 函数 表达 的 形式 ， 
or vim vn [Nd fee 
0 
[= A 


2 
a 吕 trG* (27, 2’7’). (6.4.20) 


， 1 
x lim lim 
mr/ 一 T+ 2 


值得 注意 的 是 , (6.4.20) 式 表示 的 是 与 ( 良 ) 不 同 的 物理 量 , 9 对 计算 有 限 温度 系统 
的 热力 学 性 质 是 有 用 的 . 
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3. 没有 相互 作用 系统 


在 6.1 节 我 们 以 自由 费 米子 系统 为 例 , 计算 了 体系 的 基态 格林 函数 , 现在 也 以 
没有 相互 作用 系统 为 例 , 计算 有 限 温度 格林 函数 ， 
没有 外 场 时 , 单 粒子 态 可 以 用 平面 波 来 表示 ， 


V(r) = 7 mo 
好 (z) = 万 ) 2 wntaka, (6.4.21) 


其 中 和 为 自 旋 指标 , mh 为 自 旋 波 函数 , 对 自 旋 为 0 的 玻 色 子 , 可 以 不 需要 入 及 内、 
对 没有 相互 作用 系统 , 海 森 伯 表 象 的 场 算 符 为 


傣 (er) = > ele'ayjAeRor/nak Mo Ror/h, 
Cy (27) = 者 2 [2 mteRor/hak, Mo- Kor/h. (6.4.22) 
入 
算 符 a 的 运动 方程， 
网 
NiDrakA(r) = eo /MRo owase to/ = —(eR ~ Wara(n), (6.4.23) 


其 中 如 = 记忆 /2m, 方程 (6.4.23) 的 解 为 


-pr 


OkA(T) = OpAeXp— (6.4.24a) 
类 似 的 可 有 ， 

aka(r) = akaexp (EE a (6.4.24b) 
按照 有 限 温度 格林 函数 的 定义 : 


Gop(am mi7') = oP otr{e-PRotr [dra (wT) Vis (2'7)]}. 
和 具有 平移 及 旋转 不 变性 . 先 考虑 当 7 > 7' 的 情况 : 
Gag(w7, 2'7) -De wk"e) (nA)a(nt)e 


V fx AX 


a 


Ve Dette ep | (Qk,Aak,s)o, (6.4.25) 
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其 中 ， 
世 (apAak,A)o = 1 土 (ao 下 Mak,A)o = 1 土 nh. (6.4.26) 


(6.4.26) 式 中 正 号 是 对 玻 色 子 , 负 号 对 费 米 子 , 由 系 综 理 论 可 知 : 


nm = {explB(ed — /IF1}-! (6.4.27) 


将 (6.4.26) 式 代 入 (6.4.25) 式 得 


a Ee 
9op(zT， wT7)= -学 > eik'(m-m )exp [全 :和 IG < | (1 土 nd). 
k 


与 上 述 过 程 相 类 似 , 可 得 到 当 + < 7 时; 
98e(zmz'T') = 学 2 | 一 A 一 2] nd. 
从 以 上 结果 可 以 看 出 , 格林 函数 在 自 旋 空 间 是 对 角 的 , 在 普通 空间 只 依赖 于 (z 一 


TT—7). 


用 普遍 公式 (6.4.7') 及 (6.4.14) 可 得 粒子 数 及 总 能 量 的 平均 值 为 
NoDVJ= 六 叹 =》 (expl6(e -一品 干 173 
k 


k 


Eo(T, Vp) = > el 只 一 > efexpl(e 二 站] 干 1 
k k 
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1. 微 扰 展开 

计算 有 限 温度 的 微 扰 展 开 式 , 依然 是 在 相互 作用 表象 中 进行 . 定义 相互 作用 表 
象 的 算 符 Or(r) 和 海 森 伯 表象 的 算 符 Ok(7) 与 苹 定 记 表 象 的 算 符 Os 之 间 的 关系 
为 


Or(r) = eRor/NOge- Ror/h, 


Ok(7)= eRr/nOse-Rr/n, (6.5.1) 
得 到 Ok(7) 与 01(7) 之 间 的 关系 为 


Ok(7) = eK" /Ne Kor/hO1(r)eRor/he-Rr/h ~ a(0,7)Or(T)a(r,0), (6.5.2) 
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其 中 算 符 在 被 定义 为 
(ni 72) = eRoni/ie-R(ri—r2)/he—Kora/h 
全 不 是 么 正 算 符 , 但 有 以 下 性 质 : 
ni, 72) d(T2, 73) = h(n1, 73), 


也 (7l,Tl) = 1. 


另外 有 


i(7,0) = @Ror/Ne-Kr/h 
(0, 7) = oR /he~ Ror/h. 
人 (7T,0) 及 家 (0,7) 互 为 逆 算 符 . (7,7') 对 7 的 微分 为 
pn 7)= eKor/h( Ko 一 RR)e-K(r-r)/ne-Kor'/n 
=eRor/h( ko 可 度 )e-Ror/ha(r， 了 


=—Kr(7)a(n,7), 


其 中 ， 
.Ki(7) 后 eRor/hgere- Ror/h. 
方程 (6.5.5) 的 解 可 以 写成 
arir0) -之 (六 Ban fo arr) Kat) 
将 五 的 定义 (6.5.3) 式 改写 成 


e-Rr/n 一 -Kor/ha(r, 0). 


(6.5.7) 式 中 用 Bi 代替 7, 得 到 巨 配 分 函数 的 微 扰 展 开 式 为 


-hn Tre-hR = Trle-oRou(Bh, 0)] 


ee 1N™1 /Bn Bh . 
= (- 基 一 dr 人 drnTr{fe-ero 
请 ! Jo 0 


xT [Kr(n) .Kr(rm)]}. 


(6.5.3) 


(6.5.4) 


(6.5.5) 


(6.5.6) 


(6.5.7) 


(6.5.8) 
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用 相互 作用 表象 写 出 有 限 温度 格林 函数 , 对 7 > 7': 
Gap(ari 2'7) = eTrle Ra (wr) (eT) 
= eTr{e Ra(Bh, O)[a(0, 7) bra( 27) (7, 0)] 
x[u(0, 7 (wT)a(r7, 0)]} 
到 —Tr[e-ARod( Bh, 7) pra(27) d(T, 7 D(z, 7) aT’, 0)] ( 
Trle-BRoi(Bhi, 0)] 


6.5.9) 


同样 , 对 r < T/. 


Gap (TT, 2'7') 
_ FTrle-A Koa(Bh, 7 Wh (wT rT) ra(27) (7, 0)] 
~ ET 站 
与 基态 格林 函数 的 证 明 过 程 相 类 似 , 可 得 9 的 展开 式 为 
gaa(wr, 2'7) 
oo Bh jpBR 
-nr {em Da) / dn 人 draT, [Ri (mi) Kym) 
: Woer)ir(er)} 
(6.5.11) 


n=0 


i ~ Bh Bh gn 
{em Dim ne fam) eal) ) 
(6.5.11) 式 的 分 母 就 是 e-89 的 展开 式 . 
2. 有 限 温度 格林 函数 的 周期 性 
由 (6.5.11) 式 看 出 , 4 的 积分 区 间 是 0 到 Bh 故 r 及 7 也 被 限制 在 这 区 间 内 ， 


(7 一 7) 满足 -Bh < (r 一 7) < Bh. 在 这 区 域内 , 有 限 温度 格林 函数 有 一 个 重要 特 
性 : 周期 性 . 为 了 确定 起 见 , 先 固定 7'(0 < 7 < [有朋 ， 


Gap(20, 2'7') = Fe Trle- PR (wT )bra (20)] 
=FeP? Tra (0)e PR (eT)] 
=Fes Trle Rro (mph) (2’7)] 
=+Gap (2Bh, 2'7"). (6.5.12) 
类 似 地 , 固定 > 可 得 
Gap(z7, 7'0) = +0ap (27, 2 Bh). (6.5.13) 
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因此 ; 单 粒 子 有 限 温度 格林 函数 对 时 间 变 数 是 周期 性 的 (对 玻 色 子 为 正 周期 性 , 对 费 
米子 为 反 周 期 性 ), 周期 长 度 是 Bh 
当 女 不 显 含 时 间 , 9 只 依赖 于 7 一 7, 周期 性 可 表示 成 
Gag(z, mT —7' <0)=+Ga8(T, TT — 7 +BAh) (6.5.14) 


由 于 + 及 7 被 限制 在 0 和 mr < Bh, 故 7T-7<0 必 然 有 7T 一 T+Bih>0. 
对 没有 相互 作用 的 系统 , 由 99 的 周期 性 可 得 


mes) 二 1 土 nn (6.5.15) 


3. 有 限 温度 下 的 维 克 定 理 

基态 格林 函数 的 微 扰 展 开 式 可 以 通过 维 克 定理 而 加 以 简化 , 其 原因 是 算 符 的 正 
规 乘积 对 基态 平均 值 为 0; 但 在 有 限 温度 下 计算 的 是 系 综 平均 值 , 因而 不 能 简单 地 
作 同 样 简化 Matsubaralel 将 维 克 定 理 作 了 推广 , 使 对 有 限 温度 格林 函数 也 可 以 得 
到 简化 . 

首先 看 微 扰 展开 的 前 几 项 , 分 子 可 写成 


—Tr{e-AhoT, (Wra(wr) is (er)])} 


Bh a 
二 TY fr santinielen hle | 


_ LT -ot [a fa T, [Ki(n)Ri(r)y py (wT 
e | mf aan [Ki(m)Ki(T) ra(TT) Ys (7)] 


这 里 第 一 项 是 没有 相互 作用 系统 的 格林 函数 : 
er-6p2G0p(zr 7"). 


如 果 让 : = 0, 这 一 项 就 是 严格 的 格林 函数 . 而 第 二 项 是 六 个 场 算 符 的 系 综 平均 值 ， 
可 以 通过 统计 算 符 eSKo 来 计算 从 上 式 可 以 看 出 , 每 项 都 具有 与 第 一 项 相同 的 结 
构 , 推广 的 维 克 定理 就 是 为 了 处 理 这 样 的 问题 . 

为 了 表示 出 相互 作用 表象 场 算 符 , 我 们 选择 单 粒子 基 矢 为 {9(2)}, 满足 方程 : 


Fog?(z) = (e 一 中风 (下 ). 


场 算 符 可 以 表示 成 
Pz) = > Hz) 
了 了 
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= DW(z)tat, 
了 了 
5 表示 空间 及 自 旋 的 全 部 量子 数 , 为 了 方便 起 见 , 令 
6 三 日 一 内 (6.5.16) 
相互 作用 表象 的 场 算 符 则 为 


Wi(z7) = A je 7/h, 


好 (or) -次 9(w)tat eT/n. (6.5.17) 
相应 的 单 粒 子 格林 函数 为 
gag(zr7, wT) 2 $2)GI (m) te (r-T /hx { 2 "9 4 (6.5.18) 
其 中 ， _ 5 
人 双 =epfoTy(e-ekoafaj) = (epe + 1)-! (6.5.19) 
微 扰 展 开 式 中 的 一 般 项 可 以 表示 成 这 样 的 形式 : 
Tr{pGoT [ABC...... DM} = 人 TBC Fl)o, (6.5.20) 


其 中 包 房 C@，…, 育 是 相互 作用 表象 中 的 场 算 符 , 每 个 算 符 有 自己 的 时 间 变 数 7 


pa = el Po-Ro), (6.5.21) 
定义 两 个 算 符 的 收缩 为 
AB = (7, [ABl)o = Tr{pGT, [AD]}. (6.5.22) 
按照 这 样 定义 的 收缩 , 与 基态 一 样 , 两 算 符 的 收缩 就 是 58. 例如 ， 
Wra(w7) Wis’7) = -ga(zmm7 (6.5.23) 
维 克 定 理 


算 符 编 时 (对 7 而 言 ) 乘积 对 巨 正则 系 综 的 平均 值 等 于 所 有 可 能 的 全 部 收缩 项 
之 和 . 


(T, [ABO...... Bl)o = [BC 站 +EBC D+ (6.5.24) 
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(对 费 米子 算 符 的 交换 , 会 产生 一 个 负 号 ; ) 

证 明 : 

由 于 等 式 两 边 算 符 的 次 序 可 以 任意 排列 , 只 要 保证 每 项 的 算 符 次 序 相同 即 可 ; 
因而 可 以 认为 这 里 的 算 符 已 经 按照 编 时 次 序 排列 . 即 


TA>TB>TO''>TF. 


于 是 需 证 明 的 维 克 定理 成 为 代数 式 : 
(ABO...F)o = [ABC;:.F]+[ABO..F]+..: (6.5.25) 
为 了 方便 , 引进 相互 作用 表象 场 算 符 的 一 个 普遍 表示 式 ， 
全 或 = > Xi(zr)aj， (6.5.26) 
了 


其 中 o 表示 aj 或 叶 ,xXj(z7) 表示 册 (z)e-%7 作 或 刘 (z)+esr 人 用 (6.5.26) 式 可 
将 (6.5.25) 式 左 边 写成 
(ABC 人 go=》》 yy》 xaxbXe x 
xTr(pcoaaasao， 2 由 (6.5.27) 
在 tr 中 的 算 符 , 如 果 产 生 及 漂 没 算 符 数目 不 等 , 则 由 于 Ko 与 廊 对 易 , tr 必然 


为 0, 故 产 生 与 潭 没 算 符 个 数 必须 相等， 
利用 算 符 a 的 对 易 或 反对 易 关系 , 将 (6.5.27) 式 等 号 右边 的 最 后 一 部 分 改写 成 


Tricoaoasac of) 
=Tr{faolaa, abjFace…ah 士 Trfpcoao[ao ac 于 of} 
十 '… 十 Trfpicoasac…[aa,aj] 于 } 士 Tr{fpcoaoac afaay (6.5.28) 


(6.5.28) 式 对 易 子 的 值 总 是 +1, 一 1 或 0, 不 论 哪 一 种 都 可 以 放 到 tr 前 面 去 . 由 方程 
(6.4.24) 的 简单 推广 ,有 


efoaae-pKo = aaexepbeo， (6.5.29) 
其 中 ， 
这 -{ 1， ”如 果 as 是 产生 算 符 ; 
一 1， 如 果 ao 是 潭 没 算 符 ， 
(6.5.29) 式 等 价 于 


aapcu = jcoaoepeo (6.5.30) 
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(6.5.28) 式 最 后 一 项 利用 Tr 的 循环 性 质 ， 
士 Tt(aapcoabac.…aj) = 十 exepeeTr(pcoaaabac :Qj). (6.5.31) 


将 (6.5.31) 式 代 入 (6.5.28) 式 得 到 


[aa ob] 
1 和 ebeo 
[aa, Qc] > 

Er ed) + 
[Qa, of]F 
1 二 epeo 


tr(pcoaoaboac ay) 一 tr(pcoac …aj) 


* 


tr(pcoaoac …)， (6.5.32) 


对 算 符 a 引进 收缩 的 定义 : 


(6.5.33) 


将 (6.5.33) 式 代 回 (6.5.32) 式 , 得 到 
y Tr(pcoaaaoac ay) 
aagqotr(icuac ay) 土 aaqetr(pcoao ay) 
十 十 Qadytr(pcoabac…) 
=Tr(pa aaouac…ay) HTr(iaoaaatqe…oy) 


十 十 Tr(pcoaaabac .07). (6.5.34) 
(6.5.34) 式 中 由 对 易 或 反对 易 关 系 可 知 , 大 部 分 收缩 为 0, 不 为 0 的 项 只 有 
[of oj] 二 要 
1 ede 1 干 epei 6 六 
oa} =1Fn. (6.5.35) 
(6.5.35) 式 表明 , 算 符 收缩 等 于 相应 算 符 的 系 综 平均 值 , 一 般 情况 可 以 写成 
Qa = (aaab)o = (Tr[aaab]) (6.5.36) 
将 (6.5.34) 式 代入 (6.5.27) 式 ，. 
(ABO...PYo=D 5D) xaxoxe' :xX 
a be f 


x{TrfGoQaGoae af] + TrlpGo taoGe :of]} 


ye 
oa7 ay = 


十 … 十 Trlocoaaabsac ……aj] 
=(ABO...P)o + (ABG...F)o 
+ (ABO... Po. (6.5.37) 
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两 个 算 符 的 收缩 是 C 数 , 可 以 提 到 平均 值 符号 的 前 面 去 , 对 剩 下 的 没有 收缩 的 算 符 
平均 值 , 继续 实行 上 述 运算 过 程 , 直到 算 符 全 部 被 收缩 , 最终 将 得 到 
(BR 一 BC FI+ IABO, 人 + 

上 式 就 是 我 们 要 证 明 的 维 克 定理 . 

推广 的 维 克 定 理 是 十 分 普遍 的 , 可 用 于 任何 性 质 的 相互 作用 情况 , 唯一 的 条 件 
是 存在 一 个 不 依赖 于 时 间 的 单 粒 子 哈密 顿 量 所 , 由 加 决定 了 统计 算 符 ost-A)， 

最 后 需 指出 , 就 维 克 定理 本 身 而 言 , 有 限 温度 情况 与 基态 情况 略 有 差别 , 前 者 只 
包括 全 部 收缩 的 项 , 后 者 将 全 部 收缩 项 及 未 全 部 收缩 项 两 者 均 包 括 在 内 , 但 未 全 部 
收缩 项 对 基态 的 平均 值 为 0, 故 从 计算 格林 函数 的 效果 来 看 , 两 者 完全 相同 . 


6.6 费 恩 曼 图 


前 面 我 们 已 经 讨论 了 格林 函数 的 微 扰 展 开 及 用 维 克 定 理 将 微 扰 展 式 简 化 的 办 
法 , 在 具体 计算 微 扰 级 数 中 每 一 级 的 值 时 , 较 好 的 办 法 是 费 恩 曼 图 方法 , 本 节 将 介绍 
坐标 空间 费 恩 曼 图 及 动量 空 间 费 恩 曼 图 . 

1, 坐标 空间 费 恩 曼 图 

6.3 节 的 (6.3.20) 式 给 出 了 基态 格林 函数 微 扰 展开 式 一 级 项 的 分 子 部 分 , 由 六 
项 组 成 , 为 了 计算 这 六 项 的 值 , 对 其 中 每 一 项 用 一 个 图 形 与 其 对 应 , 给 出 画图 的 原则 
是 : 

(1) 表达 式 中 算 符 少 或 w+ 的 每 一 个 时 空 与 自 旋 坐标 用 平面 上 的 一 个 点 来 表示 ; 
就 (6.3.20) 式 而 言 , 六 个 场 算 符 共有 四 个 时 空 (包括 自 旋 ) 坐标 , 即 (zl, 和 AX'), (z1, pp )， 
(za) 及 (有 

(2) 将 与 同一 格林 函数 Go 的 两 个 变量 对 应 的 点 用 实 线 连接 起 来 , 每 条 实 线 有 
一 个 表示 方向 的 箭头 , 从 G? 中 的 第 二 个 变数 指向 第 一 个 变数 , 如 果 G? 中 两 个 变数 
是 同一 时 空 点 , 则 划一 个 圆圈 . _ 

(3) 函数 U(z1,z2) 内 的 zl 与 za 两 点 之 问 用 虚线 连接 起 来 . 

(4) 每 个 图 中 有 两 个 点 被 称 为 外 点 , 经 过 每 个 外 点 的 线 只 有 一 条 实 线 , 其 余 的 被 
称 为 顶点 , 经 过 每 个 顶点 的 线 有 两 条 实 线 和 一 条 虚线 . 对 每 个 顶点 坐标 积分 , 对 相 
应 的 自 旋 变 基 求 和 . 在 (6.3.20) 式 中 z,y 为 外 点 , 其 余 的 为 顶点 . 
按照 这 一 规则 , 微 扰 展开 式 中 每 一 项 可 以 画 出 一 个 图 , 这 种 图 被 称 为 由 恩 曼 图 
6.6.1 画 出 了 与 (6.3.20) 式 相对 应 的 六 个 图 . 
由 以 上 分 析 不 难看 出 , 微 扰 级 数 的 计算 被 归结 为 画 出 一 切 可 能 的 费 恩 曼 图 ， 然 
后 根据 图 形 计算 相应 的 积分 . 显然 , 上 面 所 讲 的 画图 规则 不 足以 解决 这 一 问题 , 必须 
进一步 找到 画 出 一 切 可 能 的 图 形 以 及 写 出 相应 解析 式 的 一 套 方法 , 才能 有 效 地 用 于 


6.6 费 恩 曼 图 “317. 


计算 格林 函数 . 图 形 与 解析 式 之 间 的 对 应 规则 , 与 相互 作用 的 具体 形式 有 关 . 下 面 我 


们 先 对 图 形 与 解析 式 之 间 的 关系 作 进一步 的 分 析 , 这 些 分 析 将 会 使 计算 更 为 简单 . 
Oo Ea a 了 a 
Ke ea 
4 从 六 " 2 人 ) 
2 人 Yep (bh) yepB (9 
外 A - 
\ oh 
4\ \ 
b! 3 Ey 
)】 EO 
Pe 和 四 
el 4 
EA a|/ 
[ # 
vep (0) yep 全 


yp (d) 
. 图 6.6.1 对 Gop(z,y) 的 一 级 贡献 


(1) 从 方程 (6.3.20) 及 相应 的 费 恩 曼 图 可 以 看 出 , 有 些 格林 函数 的 两 个 时 间 变 
数 是 相同 的 , 例如 (6.3.20) 式 的 (a), (c) 和 (e), 这 种 情况 来 自 于 同一 个 掺 ; 中 两 
个 有 相同 时 空 坐标 的 算 符 之 间 的 收缩 , 图 形 上 的 表现 就 是 从 一 个 顶点 出 发 , 又 回 到 
原 顶 点 的 封闭 圈 , 在 Hi 中 算 符 的 次 序 一 般 是 + 因而 格林 函数 应 理解 为 下 述 
极限 : 


iG8a(z, 2) = Jim, (tolT Yaw, t)tH (wt) 


=—(pol (2) Ya (2)|Go) 
二 一 (2s 十 1)-16apmno(z)， (6.6.1) 


(以 上 是 对 费 米子 而 言 ) 

”其 中 m(z) 是 没有 微 扰 时 基态 的 粒子 密度 , 在 有 相互 作用 系统 中 , 一 般 来 说 并 
不 等 于 n(z), 原因 是 相互 作用 可 以 改变 粒子 分 布 , 但 对 均匀 系 来 说 , 相互 作用 不 改 
变 粒 子 数 , 所 以 


n=n= N/V. 
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(2) 所 有 的 费 恩 曼 图 可 以 分 为 相连 图 及 不 相连 图 两 种 , 所 谓 相连 图 就 是 任何 一 
个 顶点 总 是 直接 或 间接 地 用 菜 种 线 与 外 点 相连 接 , 不 相连 图 就 是 图 中 某 一 部 分 无 
论 直 接 或 间接 都 不 与 外 点 相连 , 这 两 种 图 形 的 区 别 从 图 上 容易 加 以 区 分 , 例如 : 图 
6.6.1 中 (a) 及 (b) 为 不 相连 图 , 其 余 的 为 相连 图 . 在 解析 式 中 同样 可 以 加 以 区 别 , 在 
任意 级 微 扰 项 中 , 如 果 对 每 个 应 /, 其 中 的 场 算 符 都 直接 或 间接 地 与 放 (z) 或 让 全 
产生 收缩 , 这 样 的 项 所 对 应 的 就 是 相连 图 ， 而 如 果 展 开 式 中 有 一 部 分 户 / 其 场 算 
符 不 论 直接 或 间接 都 不 与 加 es(z) 或 让 (y) 产生 收缩 , 这 样 的 项 所 对 应 的 就 是 不 相 
连 图 . 

考虑 微 扰 展 开 中 第 v 级 项 , 将 ”个 应 / 分 成 m 及 nn 两 组 , 满足 这 = mm 十 证 其 
中 m 个 记 构成 的 是 相连 图 ,n 个 构成 的 是 不 相连 图 , 对 各 种 可 能 的 m 及 值 求 ， 
和 , 得 到 对 格林 函数 的 第 ， 级 贡献 , 为 (只 写 出 分 子 部 分 ) 


A(v) vb | oo oo 
iG%g (2,Y) = - (A A a dtm 
6 人 


m=0m=0 


x (GolT [7(t1) Brr (tn) ba 2) (Wbo)e 
x /at fat (ol THB) Benin), 


其 中 (…)。 表示 相连 图 , 上 式 的 证 明 只 需 将 等 号 两 边 用 维 克 定理 展开 就 可 得 到 ， 对 
整个 格林 函数 , 希 对 v 求 和 , 由 于 5m+n 因子 的 存在 , 求 和 很 容易 做 到 , 得 


Guoco = (3) 去 三 dl. 广 dtm 


x (polT [Br(t) Br(tm) Bel) (lbo) 
SS 号 
二 人 
x (GolT [7(t) 应 (ballqo》 (6.6.) 
再 看 一 下 (6.3.6) 式 的 分 母 部 分 , 写 出 U(-oo,0o) 的 微 拢 展开 式 , 从 好 与 (6.6.2) 
式 中 第 二 个 因子 , 即 代表 不 相连 图 的 因子 相同 , 将 这 两 部 分 消去 , 只 剩 下 (6.6.2) 式 


中 第 一 个 因子 , 这 项 就 是 相连 图 形 之 和 |. 于 是 得 到 一 个 重 要 结论 : 格林 函数 的 微 扰 
展开 式 等 于 所 有 相连 图 形 之 和 . 即 


iG, CO “a 
“= 而 /和 


x (bolT [A (t) Prtm) ols) (lbo)e: (6.6.3) 


6.6 费 恩 曼 图 319. 


也 可 以 用 图 形 来 表示 上 面 讨论 的 过 程 . 以 (6.3.6) 式 的 零 级 及 一 级 项 为 例 , 零 级 
项 只 有 一 个 图 : G() = G9, 一 级 项 有 六 个 图 , 其 中 (a) 和 (b) 为 不 相连 图 , 其 余 是 相 
连 图 . 对 两 个 不 相连 图 , 因子 iG&g(z,y) 可 以 提 到 积分 号 外 , 积分 表示 另 一 个 因子 ， 
也 就 是 将 格林 函数 分 成 两 部 分 , 再 考虑 到 一 级 项 的 其 余部 分 , 将 格林 函数 表示 成 


. 
和 
iGutag= HO IO CO Or+- 
/ 
i t f 
图 6.6.2 ”Gap(z,y) 一 级 贡献 的 因 式 分 解 
显然 ,将 (6.6.3) 式 展开 , 忽 咯 二 级 项 就 得 到 零 级 及 一 级 的 图 , 而 (6.3.6) 式 的 分 母 可 


以 表示 成 
(GolS190) =1+ OO- Ot+ 人 


图 6.6.3 Gap(z,y) 的 分 母 部 分 


将 分 子 分 母 中 共同 因子 消去 , 就 得 到 我 们 上 面 所 得 的 结论 . 

(3) 对 一 个 任意 给 定 的 图 , 通过 交换 应 中 的 标号 1,…,m, 就 可 以 得 到 一 个 类 
似 的 图 , 这 些 图 都 有 同样 的 数值 ( 见 图 6.6.4), 而 且 由 于 应 : 中 总 是 有 偶数 个 费 米 场 
算 符 , 因此 交换 后 两 者 的 符号 也 相同 . 在 m 级 项 中 就 有 mi! 个 这 种 类 似 的 图 , 它们 
的 数值 都 相同 , 因此 我 们 可 以 只 计算 一 个 这 样 的 图 , 而 消去 前 面 (ml)-! 的 因子 . 


zy 2 
生生 一 一 3 4 一 一 


图 6.6.4 


需要 注意 的 是 , 这 里 的 结果 只 适用 于 相连 图 , 对 不 相连 图 (图 6.6.5) 只 表示 一 
项 , 而 没有 类 似 的 项 , 原因 是 由 于 相连 图 有 固定 的 外 点 所 造成 的 . 
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尖 eR 另外 , 在 同一 个 启 ; 内 部 通过 指标 交换 可 得 到 两 个 有 相同 
贡献 的 图 , 这 时 可 以 只 计算 一 个 而 消去 用 相互 作用 势 U 代 
疤 ; 时 出 现 的 1/2 的 因子 . 在 图 6.6.1 画 出 的 一 级 项 四 个 相连 
中 , 两 两 是 等 价 的 , 因而 只 需 计算 其 中 的 两 个 即 可 . 
由 以 上 分 析 可 以 总 结 出 对 费 米子 两 体 相 互 作用 的 费 恩 曙 图 
与 格林 函数 的 对 应 规则 ， 
二 (a) 对 微 扰 展 开 的 第 nn 级 项 , 画 出 有 2n 个 顶点 及 两 条 外 线 
6 下 的 所 有 拓扑 不 等 价 的 相连 图 , 每 个 这 样 的 图 形 有 (2n + 1) 条 实 
线 和 + 条 虚线 , 每 个 项 点 只 能 联结 两 条 实 线 和 一 条 虚线 
(b) 每 条 实 线 表示 一 个 格林 函数 G9g(z, 攻 , 方向 从 y 到 z. 
(c) 每 条 虚线 表示 一 个 相互 作用 因子 : 


现 事 了 忌 


U(z, Mp = VP YN pp (ts — ty), 


其 中 矩阵 指标 的 写法 如 图 6.6.6 所 示 . 


图 6.6.6 ”相互 作用 线 的 矩阵 指标 
(d 对 所 有 项 点 的 变数 在 四 维 空间 积分 , 对 内 部 自 施 指 标 求 和 | 
人 @) 所 得 表达 式 科 以 因子 (于) (1, 表示 封闭 加 的 数目 
(DJF 因子 的 来 源 是 由 于 要 实现 同一 时 空 点 两 个 算 符 的 收缩 , 其 中 肖 没 (或 产 
生 ) 算 符 必须 经 过 奇数 次 的 交换 带 来 一 个 仙 呈 .因子 【 * 】 的 来 源 出 是 由 于 展开 


式 中 本 身 有 一 个 因子 为 a)， 场 算 符 的 (2n 十 1) 个 收缩 又 引进 因子 (i2"+1), 且 
格林 王 数 中 有 因子 -i 最 后 得 | 

CG") = (二 

(6 同一 变数 的 格林 函数 应 理解 为 下 述 的 极限 ， 


Gea(zt, 2'tt). 


6.6 费 恩 曼 图 “321. 


有 了 以 上 规则 , 就 可 以 根据 所 画 出 的 拓扑 不 等 价 的 相连 图 写 出 格林 函数 的 展 
开 式 . 

例 : 费 米子 两 体 相互 作用 的 格林 函数 Gap(z,y) 的 一 级 微 扰 项 . 

面 出 一 级 项 的 和 恩 归 图 是 两 个 (图 66 


ra 


a 人 i 
\ 
a\ 
i | 
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/ 
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图 6.6.7 ”Gap(z,y) 的 一 级 费 恩 曼 图 
相应 的 解析 式 为 
G(r,y) = /a /oa AL LU (TI TI G(T Y) 
xGh, ,1) + OU (ma) Uo) 
Glen ot) Goa} (6.6.4) 


如 果 需 要 进一步 计算 二 级 项 , 可 以 画 出 其 费 恩 曼 图 , 总 共 10 个 (图 6.6.8). 

根据 这 10 个 图 形 , 用 上 面 讲 过 的 对 应 规则 , 就 可 以 完全 类 似 地 写 出 其 相应 的 解 
析 式 . 

对 有 限 温 度 的 格林 函数 , 其 微 扰 展开 式 与 基态 格林 函数 基本 上 是 一 样 的 ; 两 者 
的 维 克 定理 , 正如 我 们 前 面 曾 指出 , 就 计算 格林 函数 的 效果 来 说 是 相同 的 . 因此 可 以 
预期 两 者 的 图 解法 亦 应 该 是 相似 的 , 除了 注意 到 以 下 两 点 差别 外 : 

(a) 将 基态 自由 粒子 格林 函数 G9 换 成 有 限 温度 自由 粒子 格林 函数 99; 

(b) 对 变数 7 的 积分 区 间 应 为 0 ~ Bh 

例如 , 计算 四 个 场 算 符 编 时 乘积 的 系 综 平均 值 , 有 

(Tr[fa(1) Ya(2) Ys (2) Yt (Do 
= (Wa(D)Ye(2) YD))o + (Wa (DYe(2)y 2) PS (1))o 
=98&%(1,1)98g,(2,2) + Gag,(1,2)98a (2,1"), 
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人 
-OD hh FO | 
| 
| \ | \ -OD 
-ON FO 1 | 
1 1 r 
(a) (b) (©) (d) (9) 


(1) (g) (h) 人 

图 6.6.8 ”Gap(z,y) 的 二 级 费 恩 曼 图 

其 中 数字 1 表示 (z1,n1); 数字 2 表示 (x2,72). 可 以 看 出 , 这 一 展开 式 与 基态 的 形式 

相同 ， 故 有 限 温度 格林 函数 微 扰 展开 式 的 分 子 部 分 亦 可 以 分 成 相连 图 及 不 相连 图 

两 类 , 不 相连 图 与 分 母 抵消 , 得 到 与 基态 相同 的 结论 ， 有 限 温度 格林 函数 等 于 所 有 
相连 图 之 和 ， 


oo 1\*1 BR Bh 
Gaol)=-D (Bf te a 
n=0 dh 0 


xTr{pcoTr[KT(r) KKr(rt)Wa(1)% 本 (2)]}e. (6.6.5) 


基于 以 上 分 析 , 可 以 得 到 有 限 温度 下 , 费 恩 曼 图 与 解析 式 的 对 应 规则 与 基态 时 
完全 相同 , 此 处 不 再 重复 . 唯一 需 注意 的 是 图 - 式 规则 中 第 (e) 点 , 对 n 级 微 扰 项 , 表 
达 式 应 乘 以 因子 (一 1/ 用 "(1)", 其 中 FF 只 指 费 米子 封闭 图 的 数目 , 而 不 是 原来 因 
子 (i/ 有 "(1)”. 作 这 样 改变 的 原因 很 清楚 , 对 有 限 温度 情况 , i 被 放 进 变数 7(7 = 这 
中 , 而 玉 来 自 算 符 次 序 的 变换 , 对 玻 色 子 算 符 交 换 不 产生 负 号 , FP 只 指 费 米子 封闭 
圈 的 数目 ，， 

作为 一 个 例子 , 讨论 具有 两 体 相 互 作用 的 粒子 组 成 的 体系 , 有 限 温度 格林 函数 
的 零 级 及 一 级 项 . 

画 出 体系 的 费 恩 曼 图 (图 6.6.9), 相应 的 解析 式 为 


ah 
Gop(1,2) =980(1,D -foodrns 人 dradra[+92,(1, 3)9%g(3, 2)92,,(4, 4) 
0 
xvo(3, 4) + 98\(1, 3)9%,,(3, 4)92.a(4, 2)vo(3, 4)], (6.6.6) 


:323 . 


6.6 费 恩 曙 图 
1@00 l1090 1 
31 4 
和 
A nk 2 
Gol1,2) = + i | 
, 4 多 
4 pn 
208 288 2@9 有 
图 6.6.9 ”Gap(1.2) 的 零 级 及 一 级 贡献 
其 中 ， 


mm(za,Ta,z4T4) = V (23 — ra)d(T3 — T4) 


(6.6.6) 式 中 正 号 对 玻 色 子 , 负 号 对 费 米 子 . 
2. 动量 空间 费 恩 曼 图 


用 费 恩 曼 图 方法 计算 格林 函数 的 微 扰 展 开 被 归结 为 计算 自由 粒子 格林 函数 的 
积分 , 但 这 样 的 积分 在 坐标 空间 不 容易 进行 , 较 好 的 办 法 是 通过 传 里 叶 变 换 , 在 动 基 


空间 进行 . 
为 了 简单 起 见 , 只 考虑 均匀 系 , 即 格 林 函 数 有 形式 : G(z 一 y)agp, 但 所 用 的 方法 ， 
完全 可 以 推广 到 非 均匀 系 . 
格林 函数 的 全 里 叶 变 换 为 . 
,Goa(z,y) = (2n)-4 / ddkeiktz-DGag(b; (6.6.7) 
Gog(z,y) = (2m) -4 / dtkeis(e—W) Gog(k), (6.6.8) 
其 中 ， 
jz 三 bz 一 wd 三 d3kdw. 
依然 考虑 粒子 的 两 体 相互 作用 . 
U(z,2) =V(z — 2)6(t —t), 
其 全 里 叶 变 换 为 
DizJeerpp = (20m) athe (Kaango, 
=(2n)™3 站 dakeiete -eV(bjaarpellt 一 区 (6.6.9) 
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其 中 ， 
U(k)aa,8p' =V (k)aom,gp 
= / freeV(e)om, gg. (6.6.10) 
用 这 些 传 里 叶 变换 式 , 可 将 坐标 空间 的 格林 函数 表示 成 动量 空间 的 形式 , 以 一 
级 项 的 图 6.6.7(b) 为 例 , 写 出 其 解析 式 : 
Ggofe )- 寺 /ataadca 人 CC /apatkdtpdta 


XGoa (KU(D Mn GX (p) Gh a(p1) 
Re zi)eig(zl 一 zi)eip(zl 一 zi)eipl(zi 一 2 


AD ® f atpatpatp, dgGo (KE)U(g) aN 
nt Balp1)e "ein Wet(p + gq — k)6t(p1 — gq —p) 


Co/ ae ce A(k) (27)- fas 


Uk =D oh Welal®)], (6.6.1) 


其 中 ， 
5(0(p) = (27)- 2 d4zeipz 


比较 (6.6.7) 式 与 (6.6.11) 式 可 以 看 出 , (6.6.11) 式 中 方 括 弧 内 的 量 就 是 格林 本 
数 一 级 项 在 动量 空间 的 表示 式 , 妈 
Gap) = Cn f athorev Gd 
GW = (2 f dpGos AU = pv 
XG (PGD a(k) (6.6.12) 
从 上 述 计算 过 程 可 以 注意 到 以 下 各 点 ， 


(a) 为 了 与 相互 作用 的 傅 里 叶 展开 式 相 一 致 , 可 以 对 U(z, 2’) 规定 一 个 方向 , 由 
2 一 由 于 相互 作用 势 是 对 称 的 ， 


U(z — 2)Av pp = UZ 一 Zoo 


作 这 样 规定 并 不 会 带 来 其 他 问题 . 
(b) 坐标 zl z4 等 现在 只 出 现在 平面 波 展开 的 指数 上 , 将 这 结果 可 以 推广 到 任 
意 顶 角 上 (图 6.6.10), 对 每 个 入 射线 对 应 于 一 个 因子 ex*, 对 每 个 出 射线 , 有 因子 
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ex7,g,q'，… 等 为 入 射线 、 出 射线 的 四 维 动量 . z 为 顶点 的 坐标 , 对 顶点 坐标 的 积分 ， 
将 保证 顶点 处 的 动量 、 能 量 守恒 . 


J soe te = (2m4500(q — g + q"). 


图 6.6.10 ” 动 基 空间 费 恩 曼 图 


(c) 对 两 个 外 点 的 问题 , 典型 结构 如 图 6.6.11 所 
示 , 根据 上 面 所 讲 , 对 入 射线 有 因子 eg", 对 出 射线 有 
子 e-igy,， (这 里 的 入 射 及 出 射 是 相对 于 外 点 而 言 ). 
体系 的 反射 不 变性 要 求 % = q”, 所 以 对 两 个 外 点 有 
因子 er(*-), 这 因子 正好 是 Gap(q') 的 传 里 叶 变换 
的 定义 所 需要 的 , 因此 当 我 们 只 写 出 Gag(k) 的 表达 
式 时 , 不 需 这 因子 , 而 由 Gag(k) 写 出 Gap(z,g) 时 就 
用 上 这 一 因子 . a 

由 这 些 讨论 , 可 以 总 结 出 动量 空间 费 恩 曼 图 与 格 
林 函 数 之 间 的 对 应 规则 : 

(a) 对 微 扰 展 开 的 n 级 项 , 画 出 有 (2n + 1) 个 格 
林 函 数 线 及 个 相互 作用 线 的 拓扑 不 等 价 相连 图 . 

(b) 对 每 个 线 (包括 相互 作用 线 ) 给 定 一 个 方向 ， 
并 且 给 定 一 个 四 维 动量 , 在 顶 角 处 要 保证 四 维 动量 守 图 6.6.11 ， 费 斩 曼 图 的 结构 
恒 . (格林 函数 线 的 方向 同 坐标 空间 一 样 决定 8 

(0) 对 每 个 格林 函数 线 对 应 于 一 个 因子 : 
O(IR|— kr) , 9(kp — | 


WwW—wWk 二 in w—wk—in 


Gat) = gC (lu) = 20 | 


(qd) 每 个 相互 作用 线 对 应 因子 ， 


U(r = V (qs 


其 中 矩阵 指标 标记 法 如 图 6.6.12 所 示 . 
(6) 对 nn 个 独立 的 内 部 四 维 动 基 积分 , 对 内 部 自 旋 求 和 . 
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(0 对 单 粒子 封 团 因 或 由 粒子 线 与 同一 相互 作用 线 构 成 的 封闭 加 ,在 格林 函数 
中 要 下 进 收 做 因子 emGog(hw), 计算 的 最 后 取 9 一 0+ 的 极限 

人 整个 表达 式 加 因子 (二 ) CD 
其 中 恶 是 费 米子 封闭 图 的 数目 . 


作为 一 个 例子 , 计算 格林 函数 微 扰 展 开 式 中 一 级 项 的 贡献 GO(k,w). 
其 拓扑 不 等 价 的 相连 图 只 有 两 个 (图 6.6.12), 每 条 线 上 标 出 了 方向 及 四 维 动量. 


> 
+"\ 
n \ 
| 
和 
a/ 
/, 
u 
大 
有 
名) (b) 
图 6.6.12 Gas(k) 的 一 级 图 
写 出 其 相应 的 解析 式 ， 
-i | dR GaAK)U (Oa sn GAB(K) GY (ka)een 


+ f SG AUC = la) Gh (ha) Goan 
jew {en f eave en 
+U(k— ws] (6.6.13) 
其 中 自 旋 求 和 由 于 每 个 Go 有 一 个 5 函数 而 简化 了 , 相互 作用 势 中 用 了 符号 ， 
U(0) =U(k =0) 


V(0) =V(k =0) 
对 有 限 温度 的 情况 , 当 我 们 写 出 90(i,j) 的 具体 形式 时 , 由 于 i 宇 55 时 有 不 同 
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形式 , 使 问题 复杂 化 了 , 而 采用 傅 里 叶 变换 后 , 能 自动 包含 时 间 次 序 , 使 问题 得 到 简 
化 , 因而 动量 空间 的 表达 形式 对 有 限 温度 格林 函数 有 更 大 作用 . 
为 了 简单 起 见 , 考虑 格林 函数 只 依赖 于 时 间 差 , 即 


G(T171, zamz) = G(T122, 71 — 72), 


对 两 种 统计 , 9 具有 周期 性 , 可 展开 成 侍 里 叶 级 数 : 


G(z1, 22,7) = (Bh)-! Seo"TG(p1, 22, wn), (6.6.14) 
其 中 ， 
， _ Tan- wn= 须 . (6.6.15) 
这 表示 式 保 证 了 9 的 周期 性 ， 
9(zlz2T 十 20 用 = 9(clyz2,7). 
全 里 叶 系数 为 
= ng 6.6.16 
G(T1, zwn) =3/ Te (bm2, 7 (6.6.16) 
将 (6.6.16) 式 分 成 两 部 分 : 
0 Bh 
G(T1, 72,wn)= 3 J dre“"7g(zlym2;T) 十 3/ dreiwn7g(cly 22,7) 


0 Bh 
=+3 /> dre“""Q(z1, 22,7 + Bh) 十 3/ drew"79(cl 22, 7). 
对 上 式 等 号 右边 第 一 项 作 变 数 变 换 , 令 
T=7+Bh. 
BR Bh 
上 式 = 二 dreiw' -png(otaar') + 3/ drewn7g(z1227). 令 T= 


得 , 
1 i Ps a 
Gon an) = 0 二 ee {drenr gl, 2,7). 
0 


由 (6.6.15) 式 对 wn 的 表示 式 , 得 到 


人 } 政 色 了 
1(1 4e-iwnpn) 一 1 (1)") 这 0 _n: 奇数 
2 2 0 mn: 偶数 
费 米子 
1 n: 奇数 } 
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由 此 可 将 传 里 叶 系数 (6.6.16) 式 改写 成 


Bh < 
Glenznon) = 人 dreion"TQ (21, 22, 7), (6.6.17) 
0 
其 中 ， 
TN 
硕 玻 色 子 ; 
wn (n+ 1 (6.6.18) 
一 g5 一 费 米 子 . 


因此 , 在 傅 里 叶 级 数 中 , 玻 色 子 只 出 现 偶 次 项 而 费 米子 只 出 现 奇 次 项 . 
将 以 上 结果 用 于 没有 相互 作用 系统 ， 得 到 9 的 傅 里 叶 级 数 为 
对 玻 色 子 ， 


0 (2, 2', wn) = 一 > )p? (2) 人 dreien Te (A) /A + nd) 
0 


四 de )+(1+n9) 9) Ginpn Al 1] (6.6.19) 


jwn 一 (5 ~ pK)/ 
由 (6.6.18) 式 得 
@ionBN-A(e3-h) 1 = er-p(e9- 凡 -1 = (1+ 9) 
(6.6.19) 式 成 为 gajeglom+ 
pT) PY (ov 
G(x, 2 wn) = Di ey 7 
对 费 米子 : 
与 以 上 完全 类 似 的 计算 , 可 得 


Pz)pI 2)+ 


9° (2, 2', wn) = > 到 一 全 二 0 


可 以 看 出 , 对 两 种 统计 得 到 完全 相同 的 形式 , 唯一 的 区 别 在 于 ww 中 取 偶数 或 
奇数 . N 

为 了 导出 动 其 空间 费 恩 坚 图 规则 , 首先 看 一 下 费 恩 曼 图 中 一 个 任意 顶 角 对 9 的 
贡献 . 

考虑 图 6.6.13 的 顶 角 , 两 体 相互 作用 势 的 傅 里 叶 变 换 为 


vo(T171, 2272) = (BA)— 3 eTion (nn) x vo(w1, 2, wn), (6.6.20) 
n= 侦 数 
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图 6.6.13 ”有 限 温度 格林 函数 的 顶 角 


其 中 ， 
Im(Zl zwn) 三 站 (zl — v2). (6.6.21) 
以 上 展开 式 中 我 们 用 了 5 函数 的 展开 式 


G6(7) = (Bh! 5 e-emr, (LBh<r< 有 
n= 偶数 


分 析 图 6.6.13 可 以 看 出 , 每 个 顶点 有 两 条 粒子 线 和 一 条 相互 作用 线 , 时 间 因子 
7 均 出 现在 指数 上 , 对 7 的 积分 成 为 6 函数 ， 


Bh 
/ dryeT ent on Tn) = DNS twnrwnns 
0 


上 式 中 的 6 函数 保证 了 频率 守恒， 
可 以 写 出 9 的 展开 式 , 为 了 简单 起 见 , 考虑 具有 空间 平移 不 变性 的 体系 : 


Ge,oor) = (BH)-1(2n)™3 / dikeik(®—®) Se-ionGop(k, wn) (6.6.22) 


Gem = (Oh)™1 (2m) -sop kw 
x >》 eriworEun 下 一 办 有 (6.6.23) 


由 以 上 分 析 , 可 总 结 出 费 恩 曼 图 与 解析 式 之 间 的 对 应 规则 : 

(a) 对 n 级 项 ,画册 有 2m 十 1 条 粒子 线 及 n 条 相互 作用 线 的 所 有 拓扑 不 等 价 相 
连 图 . 

(b) 对 每 条 线 给 定 方向 , 并 给 出 一 个 三 维 波 矢量 及 分 立 的 频率 , 在 顶 角 处 保证 波 
矢量 及 频率 守恒 . 
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(0) 对 每 条 粒子 线 给 一 个 因子 : 


bap 
iwm — (eR 一 p/h 
其 中 对 致 色 子 m 为 偶数 , 对 费 米子 m 为 奇数 . 

(d) 对 每 条 相互 作用 线 给 因子 


jaa (ks wm) = 


wo(ky wm) = V(k). 


(e) 对 n 个 独立 的 波 失 基 积 分 , 对 w 求 和 , 对 自 旋 指标 求 和 . 

(f) 表达 式 乘 上 因子 [-B 忆 (27)3]-"( 一 1)”, 忆 为 费 米子 封闭 贺 的 数目 . 

(g) 对 每 个 由 粒子 线 构 成 的 封闭 图 或 同一 相互 作用 线 与 粒子 线 构成 的 封闭 图 ， 
插入 收敛 因子 ew". 

有 了 这 一 规则 , 就 可 由 图 形 得 出 任意 级 微 扰 项 . 
依然 以 9ap(z,y) 的 零 级 及 一 级 项 为 例 , 画 出 图 形 及 写 出 解析 式 . 其 费 恩 曼 图 如 
图 6.6.14. 


Ra 
hw 卜 
Wi \ 
\ 
pI + 
/ 
ww / 
hw Wo 
Ts 


图 6.6.14 9(k,wn) 的 零 级 及 一 级 图 
相应 的 解析 式 在 对 自 施 求 和 后 , 可 写成 
Gh) = (ks on) — Bz lO (ks on (2) De 


x / sp [+(2s + DV(O)G (Kw) + Vk — KR)GOk’ wr)]. (6.6.24) 


回忆 我 们 在 本 节 开 始 时 曾 指出 , 费 恩 曼 图 方法 的 图 - 式 规则 , 与 相互 作用 具体 形 
式 有 关 , 本 节 中 所 讨论 的 均匀 粒子 的 两 体 相互 作用 , 但 稍 作 修正 不 难 推广 到 其 他 一 
些 相互 作用 的 情况 , 如 电子 - 声 子 相互 作用 、 粒 子 与 外 场 的 相互 作用 等 . 下 面 以 粒子 
与 外 场 的 作用 为 例 , 作 简单 的 分 析 . 
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当 有 外 场 存在 时 , 按 外 场 势 作 微 扰 展开 , 格林 函数 不 再 是 坐标 差 的 函数 , 原因 是 
外 场 破坏 了 系统 的 空间 平移 不 变性 . 设 粒子 与 外 场 的 相互 作用 哈密 顿 量 为 


着 让 4+(z)Ve(oJW(o)dsz， 


在 图 上 用 斜 十 字 加 虚线 表示 外 场 V*(z), 可 以 画 出 零 级 、 一 级 及 两 级 微 扰 项 的 费 思 
曼 图 (图 6.6.15). 


VW VB Vk -Ah) 
x * 全 
1 1 | 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
和 ee Sa es 
kw, ov kw, Lm 有 
0 级 级 二 级 


图 6.6.15 “有 外 场 时 的 典 恩 曼 图 
有 限 温 度 格林 函数 9(zr,z'7') 的 傅 里 叶 展 开 式 有 如 下 形式 : 


9(z27, 2'7) = 遍 > (2 [ dSkdsk'eihe ih’ min(r—r’) 
加 
X9(R, k',iwn). (6.6.25) 


9 的 任意 阶 微 扰 展开 909 必然 与 (6.6.25) 式 有 相同 的 形式 , 很 容易 得 到 9(™ (zx7, 2'7') 
本 身 及 其 表示 式 的 伟 里 叶 展 开 式 , 用 讨论 两 体 相互 作用 时 完全 类 似 的 过 程 , 可 总 结 
出 图 - 式 规则 ， 

(a) 对 n 级 微 扰 项 , 画 出 有 (n + 1) 条 粒子 线 , n 条 相互 作用 线 及 两 条 外 线 的 拓 
扑 不 等 价 相连 图 . 

(b) 每 条 粒子 线 指定 方向 , 代表 自由 粒子 格林 函数 92g(k,iwn). 

(c) 设 相 互 作 用 与 自 旋 无 关 , 每 个 带 斜 十 字 的 虚线 代表 相互 作用 Vsa(P,wn) = 
Ve(p)6a86wn. t 

(qd) 在 每 个 顶点 保证 动 其 和 频率 守恒 . 

(e) 对 (n 一 1) 个 独立 动 基 积 分, 对 自 旋 求 和 . 

(f) 对 表达 式 乘 以 因子 [(27)-3]"-1. 

例如 , 写 出 图 6.6.15 中 二 级 项 的 格林 函数 为 
部 yh d3k10°(k, iwn)G (ke1, wn) 
x (kiwm)Ve (ki — Kk)Ve(k’ — ki). 


需要 注意 的 是 , 体系 不 存在 空间 反 演 不 变性 , 故 两 条 外 线 的 动 甚 不 相等 . 


GO (k, k', wn) = 
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本 节 最 后 我 们 给 出 动量 空间 格林 函数 与 几 个 物理 基 之 间 的 关系 式 : 
N = FV(2n)-3(BA)-! £ dk DentrG(k, wn), (6.6.26) 


E=(H)=4V(2n)-3(8h)-! 人 da Dy en 
x Gan + 十 A)tr9(k, wn), (6.6.27) 
0= rv/ a (27)-3(Bh)- "fee 


x $i — eR + A)trG* (ky wn). (6.6.28) 


6.7 戴 逊 方程 


在 二 子 统计 中 许多 问题 往往 不 能 只 考虑 微 扰 级 数 的 前 几 级 , 而 需要 对 很 多 级 求 
和 , 由 图 解法 可 知 , 展开 式 的 每 一 级 中 都 包含 着 许多 个 图 形 , 而 这 些 图 形 中 的 每 一 个 
对 我 们 所 讨论 的 问题 并 不 都 有 相同 的 贡献 , 有 些 图 形 的 贡献 是 主要 的 , 另外 的 图 形 
则 是 可 以 忽略 的 . 因而 在 求 和 时 只 需 对 某 些 主要 的 图 形 求 和 , 且 计 算 到 很 多 级 , 忽略 
掉 次 要 的 图 形 , 这 种 求 和 的 方法 被 称 为 “部 分 求 和 ”， 本 节 讨论 的 戴 示 方程 就 是 解 
决 这 样 的 问题 

先 引进 几 个 定义 ， 

自 能 ， 

从 前 面 的 图 形 分 析 中 可 以 看 出 , 严格 的 格林 函数 是 由 没有 微 扰 的 格林 函数 加 上 
所 有 的 与 外 点 的 自由 格林 函数 连接 的 部 分 组 成, 这 结构 可 以 用 图 6.7.1 来 表示 , 其 中 
双 线 表示 G, 单线 表示 Go, 阴影 部 分 就 是 自 能 . 


上 了 


y y 


图 6.7.1 Gop(z,y) 的 普遍 结构 
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将 图 6.7.1 写成 解析 式 为 
Gop(s) = Gag(o) + /aandtatG&Aazb x Butoua0G0a(ot (07 


(6.7.1) 式 中 又 n(zl, 于 ) 就 是 自 能 . 自 能 部 分 : 

自 能 图 中 的 任意 一 部 分 , 称 为 自 能 部 分 . 

本 征 自 能 部 分 : 

如 果 一 个 自 能 部 分 不 能 通过 切断 一 条 粒子 线 而 分 成 两 个 部 分 , 这 样 的 自 能 部 分 
称 为 本 征 自 能 部 分 . 否则 就 是 非 本 征 自 能 部 分 . 

”例如 , 前 面 给 出 的 格林 函数 二 级 项 的 10 个 图 ( 见 图 6.6.8) 中 , (a), (b), (c) 及 (d) 

4 个 为 非 本 征 自 能 部 分 , 其 余 6 个 为 本 征 自 能 部 分 . 

本 征 自 能 : 

所 有 本 征 自 能 部 分 之 和 称 为 本 征 自 能 . 用 符号 2*(z1,21)ap 来 表示 . 

基态 格林 函数 中 一 级 及 二 级 本 征 自 能 如 图 6.7.2， 


t t 
» 9 :TOO 
四 (b) 
t 
t t NS 
t / 二 1 wh 
mW -Or+ OO， i \ 
t 对 本 / / 1) 
全 t 2 
+ t 
(a) (b) (¢) (d) (e) (f) 
图 6.7.2 ”一 级 及 二 级 本 征 自 能 
图 上 两 个 小 箭头 表示 与 外 点 连接 的 地 方 . 


由 上 面 这 些 定义 , 可 以 得 出 结论 : 自 能 是 所 有 本 征 自 能 的 可 能 重复 之 和 . 其 原 
是 自 能 是 由 所 有 本 征 自 能 加 非 本 征 自 能 组 成 的 , 而 非 本 征 自 能 可 以 看 成 是 前 几 级 
的 本 征 自 能 重复 组 成 的 . 上 述 结论 可 以 表示 成 


D(z1,21) = 5" (21, 21) + dm2d'h sr (e122) (eo oh) 5° (eh, oh) + (6.7.2) 


(6.7.2) 式 中 每 个 量 都 是 自 旋 空 间 中 的 矩阵 , 这 里 省 略 了 其 下 标 . 图 6.7.3 表示 出 了 
(6.7.2) 式 的 结构 . 
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图 6.7.3 ” 自 能 与 本 征 自 能 的 关系 
用 (6.7.2) 式 , 基态 格林 函数 可 表示 成 


Gl(z, WD=0°(00) + f dmasst Gr (s,m) 5 (m4) G(s) 
+ / d'artai dtrns Gr (om) 5 (0 04) Gr (ah aa) 
xD*(z2, 22)G (2,Y) + 
将 此 方程 写成 积分 方程 的 形式 ， 


Gop( 胃 = Gaa(m 0) + dnie'ss Gh na) 5 (on 0h) Gal). 


6.7.4. 


将 (6.7.3) 式 及 (6.7.4) 式 用 图 形 表示 即 


图 6.7.4 Gap(z,y) 的 戴 示 方程 


(6.7.3) 


(6.7.4) 
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方程 (6.7.4) 是 严格 的 格林 函数 G 所 满足 的 积分 方程, 称 为 戴 示 方程 . 方程 的 正 
确 性 只 需 将 (6.7.4) 式 右边 的 G 进行 迭代 就 可 以 得 到 . 

当 我 们 考虑 空间 均匀 的 系统 , 具有 平移 不 变性 , 可 以 用 动量 空间 来 表示 , 戴 示 方 
程 的 形式 就 会 变 得 更 简单 . 格林 函数 只 依赖 于 坐标 差 , 可 以 引进 四 维 传 里 叶 变 换 : 


T(t)og = 2) dt ke pe (Kap, 


代入 方程 (6.7.4), 对 时 空 坐标 的 积分 为 5 函数 , 最 后 可 得 
Gaa(k) = Gag(k) + GaA(k)D" (KR) Gna(k). (6.7.5) 


可 以 看 出 , 戴 进 方程 在 动量 空间 成 为 代数 方程 的 形式 , 很 多 情况 下 , G,G? 及 2* 在 
自 旋 空间 为 对 角 的 , 戴 逊 方程 可 以 简单 地 被 求解 ， 
1 


G(k) = OR — sk)’ (6.7.6) 
其 中 ， 
[G(R)] ?a [6G (kw)] =w wk /hs 
所 以 有 TL 
Gop(h) = Gop(hw) = eT re (6.7.7) 


对 更 一 般 的 情况 , G 需要 通过 求解 (6.7.5) 式 的 矩阵 方程 来 得 到 . 同 前 面 讨论 格 
林 函 数 奇异 性 一 样 , 严格 格林 函数 G(k,w) 作为 w 的 函数 , 其 奇 点 表示 了 元 激发 能 
谱 ex 及 寿命 Yk, 对 实数 w， 
Im5*(k,w) 20 we<p/h 
Imy*(k,w) <0 w>H/ (6.7.8) 
因而 化 学 势 可 以 由 Im5*(k,w) 改变 符号 的 点 决定 . 
作为 一 个 例子 , 我 们 考虑 对 G 的 一 级 贡献 . 一 级 的 两 个 图 都 可 以 看 成 是 本 征 自 
能 部 分 , 一 级 本 征 自 能 就 是 两 个 图 的 相 加 . 
在 方程 (6.7.7) 中 , 采用 最 简单 近似 , 即 令 
5° (kw) s Te) (hw) = DOK) (6.7.9) 
在 动 其 空间 格林 函数 一 级 项 的 方程 (6.6.13) 中 , 有 两 个 相互 作用 函数 , 先 写 出 


这 两 个 U 在 自 旋 空 间 的 矩阵 元 ; 考虑 与 自 旋 无 关 的 体系 , 在 自 旋 空间 为 两 个 单位 矩 
阵 的 乘积 , 即 (1) . 7(2), 则 


U(q)ap sn = U(q)dapos. 
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所 以 (6.6.13) 式 中 两 个 U 为 


Uapun = 2Ubapg; Vannp = U6ap. 


比较 方程 (6.6.13), (6.7.1) 及 图 6.7.2 不 难得 到 


全 = ia f tml-2v(0) + V(k — ki)]G° (ki)e'e”, 
其 中 对 频率 积分 得 9 函数 , 第 一 项 中 对 动 最 积分 给 出 粒子 密度 , n = N/V. 所 以 有 
JU = nV(0) - (2m- dSkV(k — ki)O(ke — Ri)) (6.7.10) 


将 (6.7.10) 式 代入 (6.7.7) 式 , 得 G 为 
二 


A 二 生生 站 全 下 
Gaplk,w) wh Do (kw) 
1 


i ed/h— nV(0) + (2n)s J sv — ki)0(ke — Ik1l) 


需 指出 , 由 方程 (6.7.11) 求 得 的 GUI(k,w) 并 不 是 格林 函数 微 扰 展开 的 一 级 项 , 而 是 
由 一 级 本 征 自 能 通过 戴 逊 方程 得 到 的 , 这 一 个 过 程 用 图 形 来 表示 为 图 6.7.5. 


\ ~ \ 

| \ ， 
~ + --O: | + + 机 
"| / \ Ne 

| CF Yh | 

并 


图 6.7.5 由己 " ss 员 ) 得 到 的 近似 格林 冰 数 

从 图 上 可 以 看 出 , 虽然 对 上 只 取 了 最 低级 近似 项 , 但 由 戴 逊 方程 求 出 的 近似 格 
林 函 数 依然 是 无 限 多 图 形 之 和 , 但 这 无 限 多 图 形 并 不 是 严格 格林 函数 所 应 包含 的 全 
部 图 形 , 而 只 是 其 中 挑 出 来 的 某 一 部 分 , 这 就 是 体现 了 “部 分 求 和 ”的 含义 . 

下 面 由 (6.7.11) 式 来 分 析 一 下 格林 函数 的 极点 . 格林 函数 的 极点 为 


et) =el) + hze)(k) 


= 2 十 nV(0) — (2x)- 3 / sv — k1)0(ke — |k1|) (6.7.12) 


(6.7.11) . 
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eg) 为 元 激发 能 谱 , 也 就 是 当 体系 增加 一 个 动量 为 k 的 粒子 时 的 能 量 , (6.7.12) 式 中 
第 二 项 为 常数 的 能 移 , 来 自 于 图 6.7.2 中 (a) 图 的 贡献 , (a) 图 也 被 称 为 “ 师 对 图 ”， 
也 就 是 粒子 向 前 散射 项 ; (6.7.12) 中 的 积分 项 , 与 有 关 , 来 自 于 图 6.7.2 的 (b) 图 也 
就 是 牡 是 图 的 贡献 , 表示 粒子 的 交换 散射 . 可 以 看 出 , 在 现在 的 近似 下 , 本 征 自 能 是 
实数 , 系统 在 传播 过 程 中 没有 阻尼 , 元 激发 寿命 为 无 限 大 . 从 (6.7.10) 与 (6.7.12) 式 
进一步 可 以 看 出 , 卫 的 作用 相当 于 外 加 一 个 动量 为 的 粒子 时 , 体系 得 到 的 附加 势 
能 , 在 现在 的 一 级 近似 下 ，20) 与 w 无 关 , 对 20) 作 伟 里 叶 变换 的 逆 变 换 , 可 看 出 
这 相当 于 2(1 与 时 间 无 关 ; 从 物理 上 来 看 , 这 意味 着 外 加 粒子 在 体系 中 传播 时 , 别 
的 粒子 是 不 动 的 , 在 静止 条 件 下 与 外 部 粒子 发 生 相 互 作 用 , 但 这 只 是 最 低级 近似 的 
情况 . 实际 情况 是 入 射 粒 子 对 体系 有 扰动 , 也 就 是 体系 中 原 有 粒子 与 外 来 粒子 的 相 
互 作 用 与 时 间 有 关 , 要 考察 这 一 过 程 必须 进一步 考虑 二 级 近似 . 

与 自 能 图 相 类 似 , 对 两 粒子 间 的 相互 作用 可 引进 极 化 概念 . 两 粒子 间 的 相互 作 
用 总 是 由 最 低级 的 相互 作用 加 上 一 系列 与 最 低级 的 相互 作用 相连 接 的 极 化 图 所 组 
成 (图 6.7.6), 用 符号 门 表示 极 化 图 . 


图 6.7.6 ”有 效 相互 作用 的 结构 
可 以 很 容易 写 出 与 图 6.7.6 对 应 的 方程. 如 果 体系 是 均匀 的 , 可 以 用 动量 空间 的 
形式 , 方程 就 变 得 很 简单 . 用 U(q)ap,pr 及 Uo(q)ap,pr 分 别 表示 严格 的 及 最 低级 的 
相互 作用 , 相应 的 方程 为 


U(q)ap,pr = Uo(q)ap,pr 十 Do(g)aewr mwnx (q)Uo(q) na,pr, (6.7.13) 


其 中 mywna(q) 即 为 极 化 
与 讨论 自 能 图 相 类 似 ， 引进 几 个 定义 ， 
极 化 部 分 : 
任意 一 个 不 带 外 相互 作用 线 , 且 可 以 插入 任意 一 个 相互 作用 线 中 间 的 图 称 为 极 
化 部 分 . ， 
本 征 极 化 部 分 : 
不 能 通过 切断 一 条 相互 作用 线 而 分 成 两 个 不 相连 部 分 , 称 为 本 征 极 化 部 分 . 
6.7.7(a) 为 非 本 征 极 化 部 分 , (b) 为 本 征 极 化 部 分 . 
现在 可 以 将 方程 (6.7.13) 改写 成 严格 的 相互 作用 与 本 征 极 化 之 间 的 一 个 方程 : 


U(q)ap,pr = Uo(q)ap,pr.+ Do(g)aewv mwnA (QU (q) napr: (6.7.14) 
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ob 


(a) 非 本 征 (b) 本 征 
图 6.7.7 本 征 及 非 本 征 极 化 
这 方程 被 称 为 相互 作用 的 戴 示 方程. 与 此 方程 对 应 的 图 就 是 图 6.7.8. 


Nk ~ Se 
AR YN 、 


y 了 
m 1 


图 6.7.8 ”相互 作用 的 戴 逊 方程 
通常 考虑 相互 作用 与 自 旋 无 关 的 情况 , 有 


Uo(g)apior = Vo(g)bap6or; 
Ul(q)ag,pr = U(q)dap6pr. 
方程 (6.7.13) 及 (6.7.14) 变 得 更 为 简单 : 


VU(0) = Uo(0) + Vo (DUo(g); (6.7.15) 
U(q) = Uo(q) + Uo(g) WM (q)U(q). (6.7.16) 


其 中 引进 了 简化 写法 : 


NM(q) = maaxx(O)i MM’(g) = Ma aa(9). 


由 方程 (6.7.16) 得 
UV(g) = TO (6.7.17) 
这 就 是 戴 逊 方程 的 解 . 
定义 广义 介 电 函数 k(9) 为 
/全 二 Zo(g) 


U9) 
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很 容易 得 到 
A(g) = 1— Uo(q) MT (9). 


在 有 限 温度 下 , 戴 示 方程 的 形式 与 基态 时 完全 相同 , 用 基态 情况 下 关于 自 能 及 
本 征 自 能 的 相同 的 定义 , 可 将 9 写成 普遍 的 形式 : 


90,2) = 9°0,9 + f daa4g°01,3) 263,4)0°(4 


其 中 积分 不 仅 包括 了 对 空间 , 时 间 的 积分 , 也 包括 了 对 自 旋 的 求 和 , 对 时 间 7 的 积分 
区 间 为 0 ~ Bh. 用 本 征 自 能 来 表示 自 能 , 可 写成 


25(1,2) = "0 + f dsa45°0, 309703, 4) "(4,2) + (6.7.18) 


相应 的 戴 逊 方程 为 


9(1,2) = 9°(1,2)+ 六 d3d49001,3)*(3,4)9(4,2)， (6.7.19) 


对 均匀 系 , 用 动 基 空 间 来 表示 ， 
G(k, wn) = 9°(k, wn) + O° (ky wn) 5" (ky wn)G (ky wn). (6.7.20) 
上 述 方程 的 解 为 
OG(k, wn) = [0° (ks wn)-! — Dk wn)] 


由 9°(k,wn) 的 表示 式 : 
1 


0 二 
9 (on) = ER 


可 将 戴 逊 方程 的 解 改写 为 
Gop (kywn) = bapfion — (e — p)/h— BD* (ky wn)] 1. (6.7.21) 


这 一 表示 式 与 基态 形式 十 分 相似 , 存在 的 一 个 重要 差别 是 现在 wn 为 分 立 的 . 
与 格林 函数 直接 相关 的 物理 甚 , 即 方程 (6.6.26) 式 、(6.6.27) 式 及 (6.6.28) 式 可 
借助 于 戴 逊 方程 而 加 以 简化 : 


dk 1 @ion7 
N= FV + /次 Di te) (60122) 
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. 本 d3k 1 i 
E(T,V, np)=FV(2s + 1) 人 5 大 Ys 


1 iu 十 (人 + 
“3 | -E/E 本 | 


=FV(2s+1) 1 2 


(2n)3 Bh 
e+ Sh (kswn) 
* E LC 人 


a 
QTV NN) = TV) FV (2s + 1) [2 萨 吉 王 si 


DA(bwn) 


x ER (6.7.24) 


在 方程 (6.7.23) 及 (6.7.24) 中 , 收敛 因子 起 了 重要 作用 , 由 这 因子 可 以 消去 两 式 中 的 
常数 项 , 考虑 玻 色 子 情况 ， 


Dn" = > @2rinn/Bh 
名 oo 
总 (ezn/p0" 丰 BD (ein/Bn)—n 


各 全 @2rin/Bh)—1 尘 ra > e-2rin/ph) 一 1 A 
=0. 
上 式 最 后 一 步 来 自 于 0 < mn < pi. 对 费 米子 也 有 同样 的 结果 . 最 后 可 得 
B=4V(2s + 1)(2n)-3(BA)-! / dh >» ie + Bip"(k, 加 j] 
G(k, wn), f (6.7.25) 


Q=f0FV(2s+1) ff 和 /| 贡 EG Ds 二 DeA(R wn) 
XGA(R,wn)， ， (6.7.26) 


与 自 能 相似 , 对 相互 作用 V 可 以 引进 极 化 卫 及 本 征 极 化 7*, 相应 的 戴 逊 方 
程 为 
V(q,wn) = Vo(q, wn) + Vo(qy wn) 1" (q, wn)V(g, wn), 
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方程 的 解 是 
V(q,wn) = Vo(gqs wn)[l — Vo(g, wn) TT*(q, wn)] 一 


6.8 简 并 电子 气 


前 面 介绍 了 格林 函数 的 定义 、 性 质 及 具体 的 计算 方法 .作为 一 个 例子 , 我 们 在 
本 节 讨 论 一 个 较为 简单 和 较为 常见 的 体系 : 简 并 电子 气 的 问题 . 讨论 将 从 问题 的 最 
初 形 式 开始 , 以 便 对 如 何 去 研 究 一 个 实际 的 物理 体系 有 比较 完整 的 了 解 . 


1, 哈密 顿 量 


考虑 一 个 在 均匀 分 布 正 电荷 背景 中 有 相互 作用 的 电子 气 问题 ， 此 问题 可 以 作 
为 金属 或 等 离子 体 的 最 低级 近似 . 在 实际 金属 或 等 离子 体 中 , 正 电 荷 是 集中 在 分 立 
的 离子 中 , 由 于 离子 的 质量 比 电子 大 得 多 , 因而 可 以 忽略 离子 的 运动 ; 而 均匀 背景 则 
是 一 个 粗略 的 近似 , 可 以 预期, 我 们 由 这 一 简化 模型 只 能 得 到 定性 上 与 实验 相符 的 
结果 . 

让 体系 处 在 一 个 边 长 为 工 的 立方 盒 中 , 在 计算 的 最 后 , 让 L 一 co. 采用 周期 性 
边界 条 件 , 单 粒子 的 波 函 数 可 用 平面 波 来 表示 : 


Wr A(z) 一 -ae wen 


其 中 V 为 体系 的 体积 , 7A 是 两 个 自 旋 函数 ， 


9 


系统 哈密 顿 量 可 以 写成 三 项 之 和 ， 


H.= He + He + He-s, (6.8.1) 
其 中 也 是 电子 哈密 顿 量 , 于 是 粒子 数 密度 为 n(z) 的 正 电 荷 背景 的 能 量 , 6 是 
电子 与 正 电 荷 背景 的 相互 作用 能 量 . 

Lh 好 Ne-plrs—rjl 
He= in 六 十 对 RT ee (6.8.2) 
三 = je /as 中 one, (6.8.3) 


下 le—ril 
He = -ez》、 / CR (6.8.4) 
$=1 


| 一 ri 
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以 上 表示 式 中 插 进 一 个 指数 收敛 因子 /使 积分 有 确定 的 意义 , / 最 终 趋 于 0. 这 样 
做 的 原因 是 库仑 力 是 长 程 力 , 在 一 co, N 一 co 的 热力 学 极限 下 , 哈密 顿 量 三 项 中 
每 一 项 都 是 发 散 的 , 但 整个 体系 是 电 中 性 的 , n = N/V 为 常数 , 因此 三 项 求 和 在 热 
力学 极限 下 应 该 有 意义 , 收敛 因子 / 的 存在 使 处 理 过 程 中 每 一 步 在 数学 上 为 有 意义 
的 , 最 终 将 抵消 每 一 项 的 发 散 性 . 因而 取 极限 过 程 应 该 先 令 上 一 co, 然后 令 人 一 0. 
计算 中 的 每 一 步 可 以 假设 -1 < 三 上 述 考 虚 中 也 忽略 了 表面 效应 . 

方程 (6.8.1) 中 唯一 的 动力 学 变数 是 对 电子 的 , 正 电荷 被 看 成 是 不 动 的 , 因而 H。 
是 纯 C 数 , 利用 均匀 分 布 条 件 n(z) = N/V 可 以 很 快 求 出 HH 的 值 : 

(w)n(w')e le- 


=3e J = 
=3e 站 / dazdaz'S 一 人 
lz-zl 


先进 行 对 z' 的 积分 , 利用 系统 的 空间 平移 不 变性 , 将 坐标 原点 换 到 某 个 = 失 
地 的 端点 , 改 为 球 坐标 , 令 |z 一 z=7,， 有 


-ho—wm'| 
fe /© =/" sing drdgdp = = 


lz—® 


An 
dz = 一 
/ Rp 


得 到 


(6.8.5) 


显然 , 当 4 一 0 时 , (Hs/N) 为 发 散 的 , 原因 是 正 电荷 的 每 一 点 都 可 与 全 空间 的 正 电 
荷 产 生 相 互 作 用 , 结果 就 是 发 散 的 . 
对 五 。_。 项 , 由 于 瓦 -* 是 作用 在 每 个 电子 上 , 原则 上 也 是 单 粒子 算 符 , 可 以 求 
出 其 值 : 
plo-ril 


2 mw)e 
A Sf/ er 


i=1l 
= -eo 过 / rsim0 drdgdp 
A (6.8.6) 
说 明 H。-s 也 是 C 数 , (6.8.1) 式 成 为 


2 N2 
节 反 + He. (6.8.7) 
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从 (6.8.7) 看 出 , 系统 的 全 部 物理 效应 被 包括 在 及 中 , 将 (6.8.2) 式 用 二 次 其 子 化 形 
式 来 表示 , 动能 项 为 


f= 也 位 (6.8.8) 
全 2m 入 
势能 项 的 矩阵 元 为 


(ki Ni, kaXalV |kaXs, kaX4) = 到 / fa dg1d3z2e-ih onA1 (1)+ 


a 
0 


xe-ik2 "wanA2(2) ika .winAs(l)eikt manA4(2). (6.8.9) 


|z1 一 z?| 
作 变 数 变换 , 令 

T=T, TI-T2=Y. 
对 (6.8.9) 式 积分 , 得 


4 


e2 
(RiAl, kaXz|V|RsXa, kaX4) = VR Ra Fa +kaskat+hka: 


上 式 最 后 一 个 6 函数 表示 了 均匀 系统 中 动量 守恒 , 总 哈密 顿 坡 可 写成 
1 e2N? dn Hk? 


H=-3 VE +2 5 -天 AQRA 
2 
+ 于 Fo Tm Sg (6.8.10) 
NH 
其 中 ， 
ji = 大 十 9， k2=p-g, 
ks=k, ka=Pp. 
上 述 关系 保证 了 动 基 守恒 , 即 ki + ka = ks 十 ka, 而 有 (ki - js) = 1ig 则 是 两 个 相互 
作用 粒子 之 间 的 动量 转移 . 


为 了 方便 ,将 (6.8.10) 式 分 成 Q= 0 及 g 关 0 两 项 , 只 写 出 位 能 部 分 就 是 : 


六 二 加 > 三 Tak nab ap a 
四 


+ 部 ,2 之 ie 和 iQ 十 -oaQpXaaRXi 
k,p,q 
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上 述 第 二 项 带 撤 的 求 和 不 包括 g = 0 的 项 , 第 一 项 利用 反对 易 关 系 得 到 


> Bek A1QBA pA QAL 


kA Pp,X2 


考虑 系统 的 总 粒子 数 不 变 , 算 符 六 可 用 本 征 值 N 代替 , 也 就 是 这 一 项 允 哈密 邮 量 
“的 贡献 为 一 C 数 , 将 上 式 写成 

人 人 

2V2 2Vp2’ 

其 中 第 一 项 与 (6.8.7) 式 第 一 项 抵消 , 第 二 项 则 是 表示 了 每 个 粒子 能 基 一 宇 4z(Vj)-4 
按照 前 面 所 指出 的 取 极限 的 方法 , 先 令 工 一 oo, 然后 令 4 一 0 并 注意 到 HL,. 
则 上 式 第 二 项 趋 于 0. 说 明 在 热力 学 极限 下 , 哈密 顿 量 中 发 散 部 分 全 部 被 抵消 , 反映 
了 系统 是 电 中 性 的 , 在 热力 学 极限 下 有 确定 意义 ,于 是 得 到 了 在 均匀 正 电荷 背景 上 
电子 气 的 哈密 顿 最 ， 


H= 和 bom 二 3 和 页 i N10 gq AQpA ARAL (6.8.11) 
AAA 


对 这 哈密 硕 量 作 此 分 析 | 引进 新 的 变数 7o,a0 及 rs, 定义 长 度 ro 为 


各 SBN, 
7o 则 是 表示 了 粒子 间 的 距离 ; oo 为 玻 尔 半径 ， 
ao = /me’; 
定义 rs 为 
ys 三 70/a0, 


rs 为 量 纲 为 一 的 量 , rs 的 值 反 映 了 粒子 的 密度 大 小 . 让 ro 作为 长 度 单位 , 令 
六 =r3Vi k=rok; 方 =rop; 和 =7o9. 
可 将 (6.8.11) 式 写成 量 纲 为 一 的 形式 ， 


dn at 
i 2at 节 D = Fa * <ameomoin ) (6.8.12) 


KB 和 M2 
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(6.8.12) 式 说 明 , 当 rs 一 0 时 , 相互 作用 势能 可 以 看 成 是 微 扰 项 , 而 这 正 是 电子 气 在 
ro 一 0 的 高 密度 极限 , 尽管 库仑 相互 作用 是 长 程 力 , 且 相互 作用 是 较 强 的 , 在 高 密 
度 的 电子 气 中 , 这 种 作用 可 被 看 成 是 微 扰 , 故 可 以 用 微 扰 论 来 计算 体系 的 物理 性 质 . 


2. 基态 能 量 及 一 级 修正 
为 了 计算 基态 能 量 , 从 (6.8.11) 式 出 发 , 写成 
户 = 遍 + 记 = 遍 二 六. 
首先 计算 基态 能 量 的 最 低级 近似 ， 
El) = (oliolgo), 


由 泡 利 原理 的 限制 , 每 一 个 动 基态 内 能 有 自 旋 向 上 及 自 施 向 下 两 个 粒子 , 系统 的 基 
态 就 是 粒子 从 动量 最 低 态 开始 向 上 填充 , 直到 填 满 费 米 海 为 止 , 粒子 动量 的 最 大 值 
为 pr = jike, kr 即 为 费 米 动量 : 


3m2NNI3 /or\t 
re 
EO) = (pololgo) = (polDlGo) 
2 
= 加 (blaltn) 


认 
-m2 br — k). 


当 系统 体积 了 一， co 时 , 将 求 和 换 成 积分 ， 
a 4 J neotke -月 
入 


2m A (Qn) 
2k2 2.N 2/3 2 | 

3 记 kp 过 3 /9 2 2:218 (6.8.13) 
5 2m 2a0o725\4 2a0 72 


为 了 计算 能 基 修 正 , 将 相互 作用 势 的 形式 作 一 些 改变 , 考虑 到 系统 是 均匀 的 , 相 
互 作 用 与 自 旋 无 关 , 有 


U(g, Tp = V2 — T(t — td 
两 粒子 的 相互 作用 能 为 
(=3 / Lew ve 2) eio(e yo) 


三 3 / dszdsg'V (gs — 2 )[(n(s)n(z)) 一 5(z -an(z))] (6.8.14) 
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引进 涨 落 算 符 : 
元 (7) =h(2) 一 (Re)) 


方程 (6.8.14) 成 为 
(= 3 / dazdaz'V(z — 2 )[(i(w) (2)) 

+(R(2)) A(z)) — (2 — 2 ) (RE))]. (6.8.15) 

对 均匀 系 : (Pi(z)) =n = N/V, 因而 (6.8.15) 式 后 两 项 成 为 很 简单 的 , 可 以 集中 注意 


密度 相关 函数 , 这 函数 中 包括 了 我 们 感 兴趣 的 物理 效应 . 
定义 一 个 编 时 相关 函数 : 


iD(s,2') = (yolT line)in le) vo) 


(wolwo) 


这 函数 对 变数 是 对 称 的 ， 
D(z,7') = D(z', 2). 


函数 D 称 为 极 化 传播 子 . 对 均匀 介质 及 哈密 顿 节 不 依赖 于 时 间 的 情况 下 , D 只 
依赖 于 z - z/. 方程 (6.8.15) 可 写成 


(0) = / dazdaz'y(m — oD(eh zt) + n2 — (2 — 2 )n), 
其 中 利用 了 D 的 对 称 性 可 直接 令 t=t. 如 果 D0 表示 对 没有 相互 作用 系统 所 对 应 


的 相关 函数 , 则 
iD"(z, 2) = (polT [iir(z)iir(z)]l¢o) 


相互 作用 能 可 被 分 成 最 低级 贡献 和 所 有 高 级 贡献 之 和 ， 
(V)= $ / oda ve — 2 )liD (zt, zt) + n? — H(z — zw')n] 
二 / dazdaz'y(z — oliD(2't, zt) — iD (wt, wt)] 
=(golV|Go) 十 3 f farave —2") 
x[iD(2’t, ob — iD" (zt, xb， (6.8.16) 
其 中 第 一 项 是 对 基态 能 基 的 一 级 修正 , 第 一 项 被 称 为 相关 能 量 . 
下 面 计算 (6.8.16) 式 的 第 一 项 
EV = (polV|go) 


0 4 
= 区 DD (Wloka nS-a nop os 0) (6.8.17) 
Pq Xi》a 
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先 对 矩阵 元 作 如 下 分 析 : 由 于 淹没 算 符 的 作用 , 状态 | 如 ) 中 必须 包括 kA1, pA2 
两 个 粒子 , 又 由 于 产生 算 符 的 作用 , (po| 中 也 必须 包括 这 样 两 个 粒子 , 否则 矩阵 元 为 
0, 这 现象 说 明 , 两 个 产生 算 符 必 须 去 填充 两 个 削 没 算 符 所 造 的 空 穴 , 也 就 是 算 符 的 
作用 必须 是 成 对 的 . 这 只 有 两 种 可 能 : 


k+qA=kA; 也 一 g》2 一 Pi,X2. (6.8.18a) 


或 
kt+gq N=p,N; Pp-g,M=k,A. (6.8.18b) 
其 中 第 一 种 情况 由 于 求 和 中 限制 g 关 0, 因而 是 不 可 能 的 ; 第 二 种 情况 要 求 p = 十 g， 
矩阵 元 成 为 
(polak+ gak, A ata sa |bo) d+ gp 


=—(Goliip+q, Xi sbo)dk+ gpOA Ns 
=—0(kep — |k+ ql)O(ke 一 有 )6k+qipgAixa， (6.8.19) 


由 (6.8.17) 式 及 (6.8.19) 式 得 
9-- 癌 v2 > 得 oee 一 I+gDolkr 一 各 


加 2 4rT Bs 攻 _ 
一 了 rag Kd.g OC Ik+ ql)o(ke — Kk). (6.8.20) 


作 变 数 变 换 , 令 
Po=k+ 也 


Po 十 EG -39|): 


po 一 记 两 者 都 必须 小 于 


将 (6.8.20) 写成 更 对 称 的 形式 : 
dnesV 
BO = 一 ys Ja a/* pob (ee- 


对 po 的 积分 区 域 表示 在 图 6.8.1 中 , 由 于 + 14 
kp, 因此 积分 区 间 就 是 两 球 相交 部 分 , 结果 为 


， / d3po0 (ie - 


1 
mb) 
= 人 ja 人 3。 lz 下 
= (1 $+ $2") 00 zh) 


= 
Po 39 
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图 6.8.1 如 (V 的 积分 区 
其 中 z = 到 然后 再 对 g 积分 : 
FP 


dne2V 4 y 
(Do 人 和 
a [5 om/ dz dn 人 jz+ 委 ) 
ea N /grNV3 3 ez 、，0.916 
2a0rs ( 4 ) 2r 2 re (6.8.21) 
所 以 考虑 到 一 级 修正 时 的 基态 能 最 为 
a e? [2.21 0.916 
| 02) 


显然 , 在 高 密度 极限 下 , 每 个 粒子 的 能 基 是 有 限 的 ，(6.8.22) 式 第 一 项 来 自 于 动 
能 的 贡献 , 这 一 项 是 主要 的 , 第 二 项 是 负 的 , 来 自 于 矩阵 元 计算 中 的 (6.8.18b) 式 , 被 
称 为 交换 能 , 即 g 闫 0 的 情况 ; 而 (6.8.18a) 式 所 对 应 的 9 = 0 的 情况 , 正如 前 面 指出 
的 , 与 正 电荷 背景 相抵 消 了 . 从 格林 函数 的 角度 来 看 , 在 一 级 本 征 自 能 中 有 两 个 图 ， 
交换 能 来 自 于 牡 是 图 的 贡献 , 而 晴 星 图 对 应 于 9 = 0 的 情况 , 对 能 量 没有 贡献 ， 

对 电子 气 能 量 的 高 级 修正 需 计算 相关 能 , 即 (6.8.16) 式 的 第 二 项 . 


3. 相关 能 
由 (6.8.16) 式 , 系统 的 相关 能 为 


Eco = 3 六 dazd3z'V(z — 2 D(z’t, mb -iDo(z't wt)]. (6.8.23) 
采用 与 (6.4.15) 式 相 类 似 的 方法 , 在 哈密 顿 量 中 引进 可 变 耦 合 常数 入: 
(NW) = 高 十 和 启 7 


则 
f(1)=F; A(0)=. 
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对 任意 和 值 , 薛 定 谓 方 程 为 
HO olN)) = 已 (A)lyo(A)》， 


态 矢 量 为 归 一 化 的 
(Wo(A)lwo(A) = 


可 得 . 
EC = (wo(NIAO)IYoN)), 


EO gol iwoN). 
两 边 对 和 积分, 令 B(0) = 2 = 
1 
s-m=/ a 
将 这 一 结果 用 于 现在 的 情况 , (6.8.16) 式 成 为 
E= (golflGo) + {2 a $2 / grewavee - ~") 
x[iDMz’t, 2t) -iD (2't, zt (6.8.24) 
其 中 第 一 项 就 是 已 经 计算 过 的 基态 能 量 及 其 一 级 修正 ; 第 二 项 则 是 带 耦合 常数 形式 
的 相关 能 量 , 换言之 就 是 (6.8.23) 式 改写 成 带 耦合 常数 的 形式 ， 
肋 三 / 2 / dazdaz'Xy(o — wD (gh, ot) -iDolotob (6.8.25) 


作 传 里 叶 变换 , 对 均匀 系 


DA(zz)=Dx(z 一 zt 一 切 
( 


2n)-4 下 d4geiq'(2—®")e-iw(t-t") DN (g, w). 


由 于 万 的 对 称 性 , 可 以 不 要 收敛 因子 ,(6.8.25) 式 在 动 其 空间 的 表示 为 
， 
Bo = V0 人 党 /orotpxew-ipreal (6.8.26) 


下 面 计算 Do(z,z') 的 值 : 


iD?(z,2’)= (polT [Yt ( (ye(a) 咏 (2 )alz)] lgo) 
—(boldt (2) balz) |Go) (Gol (2 daz") go). 


用 维 克 定理 , 可 以 求 出 
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iD°(z, 2) =iGda (zr, 2+)iGBg(z, z+) — iGag (ze )GBa (2, 2) — (RZ)) (A(z)) 
=(2s + 1)G°(z,2’)G° (7, 2), (6.8.27) 
(6.8.27) 式 可 以 用 图 形 来 表示 ( 见 图 6.8.2), 左边 为 坐标 空间 , 右边 为 动量 空间 . 可 以 
看 出 这 是 一 个 典型 的 极 化 部 分 图 . 将 这 图 看 成 是 相互 作用 势 U(z,z') 的 微 扰 展开 式 
中 的 一 部 分 , 可 以 找到 D? 与 no 之 间 的 联系 , 从 而 用 于 计算 D* 的 值 . 


人 


大 + 


人 ， 


(a) (b) 
图 6.8.2 ”Do 的 低级 贡献 
U(z,2') 的 展开 式 ， 


U(z,z)=Uo(z,z) 十 aaaatarne D1) mo (zah)Do(ztz + 


=Uo(z,z') — 让 /aandtatpateabG2p(en GB (at 21) 


xUo(z1, 2) 十 (6.8.28) 
图 6.8.3 是 方程 (6.8.28) 的 图 形 表 示 . 
六 所 
be | Ta 


图 6.8.3 ”有 效 相互 作用 的 展开 式 
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比较 (6.8.27) 式 与 (6.8.28) 式 得 


Do(z,z') = -iG0e(zz')G9。(z'z) = hm? (zz/). 
apB Bb 


这 结果 可 以 推广 到 所 有 级 , 因此 D(z,2') 为 
D(z,7) = hn (2,2) = hn (zz). 
用 戴 示 方程 , 将 n(z,z') 用 m"(z,z') 来 表示 , 在 动量 空间 为 
Uo(q) (9) = U(q) M* (q), 


(6.8.26) 式 成 为 


1 
Bo = Bi/ 全 /ar 人 -MnO 


(6.8.31) 式 中 
M(q)= Mio) (9), 


Mio)(q) 是 最 低级 本 征 极 化 传播 子 . 
(6.8.31) 式 中 Um* 可 以 展开 成 微 扰 级 数 ， 


Vm=Um+Uom Von + 
=Uo Mto) +Uo Ny) +Uo Mo) Uo Mo) 十 …， 


其 中 mio(g) 为 一 级 本 征 极 化 , 由 图 6.8.4 表示 . 


(6.8.29) 


(6.8.30) 


(6.8.31) 


(6.8.32) 


(6.8.33) 


"QUY ye 


图 6.8.4 ee ee 


对 简 并 电子 气 来 说 , V(q = 0) = 0, 图 6.8.4 中 (a) 及 (e) 图 的 贡献 为 0, 只 剩 (b)， 


(0), (d) 三 个 图 . 将 (6.8.33) 代入 (6.8.31) 式 , 保留 到 二 级 项 为 


Beo= Ey+E+Es+Eg+ 


(6.8.34) 
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用 miyw ntye 及 Miya 分 别 表示 图 6.8.4 的 三 个 图 : 


B= JiVh(2n) 4 [ : 2 d4g[AXUa(g) no (q)]?, (6.8.35) 
1 
Eb = BiVi(2n) / 2 上 dg[AUo(g) nibuea (0)]. (6.8.36) 


由 于 库仑 相互 作用 U(q) = V(q) = 4xe?/q?, 方程 (6.8.35) 中 和 ~q 对 9 积 
分 后 为 对 数 发 散 , 类 似 的 发 散 行为 将 在 微 扰 展开 的 所 有 级 中 出 现 , 这 是 由 于 在 任意 
的 n 级 项 中 , 总 是 存在 着 [Vomo]" 的 项 . 而 (6.8.36) 式 的 贡献 则 是 有 限 的 . 

为 了 解决 发 散 的 问题 , 引进 有 效 相互 作用 的 概念 . 在 极 化 图 的 戴 逊 方程 中 , 取 
本 征 极 化 的 最 低级 近似 , 即 


ms mi = Mm(q). 
用 这 一 近似 得 到 的 相互 作用 称 为 有 效 相互 作用 , 用 U.(q) 表示 , 有 


Ur(q) =Uo(g) + Uo(q) me (q)UVo(q) + 


二 Uo(g) 
-二 OO (837) 


图 6.8.5 是 方程 (6.8.37) 的 图 形 表示 . 


图 6.8.5 ”有 效 相互 作用 的 图 图 近似 
U(q) 是 对 实际 相互 作用 的 一 个 近似 , 被 称 为 加 图 近似 . 用 U,(q) 代替 (6.8.35) 
式 中 的 U6 就 是 将 所 有 级 的 发 散 项 包括 在 内 . 
远 择 了 贺 图 近似 对 基态 能 量 的 贡献 为 
: 
B= mdven/ SR/ om 
n=2 


li df DD mT (DF ml @F 
了 /a s/ 9 Ce 1— AU ™m (TD 


= 了 ha [3 个 2/ dagAUa(g) no (UM) no (q). (6.8.38) 
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从 (6.8.38) 式 的 最 后 一 行 看 出 ,，E, 就 是 用 没有 奇异 性 的 有 效 相互 作用 代替 了 
裸 相互 作用 所 得 到 的 . 从 形式 上 看 Er 类 似 于 相互 作用 势 的 二 级 项 , 但 UV.(q) 是 由 戴 
示 方 程 所 得 到 的 , 它 具 有 与 任何 有 限 级 微 扰 展开 项 之 和 所 完全 不 同 的 解析 结构 
在 圈 图 近似 下 , 简 并 电子 气 的 相关 能 量 为 


Eco= Er+Ey+ E+ Eg. 


由 方程 (6.8.35) 及 (6.8.36) 可 看 出 , 上 式 中 每 项 的 极 化 部 分 的 两 端点 与 一 个 裸 相 互 
作用 Uo(q) 相连 , 图 6.8.6 给 出 了 上 述 方程 的 费 恩 曼 图 . 


ee i 
/ \ 
+| eh 上 + ) 
a WW 
\ y 
| 


图 6.8.6 相关 能 于 的 主要 员 献 
肪 的 计算 被 归结 为 计算 m 的 值 , 它 不 依赖 于 粒子 间 的 相互 作用 势 , 完全 由 没 
有 相互 作用 的 费 米子 系统 的 性 质 所 决定 . 对 自 旋 为 1/2 的 费 米子 , 对 a,8 的 求 和 给 
出 因子 2, 有 
Mo(z, 2’) = —2ih-1G°(z, 2 )G° (2’, 2), 
用 动量 空间 来 计算 . 
mo(g)= 一 2ij-1(2r) I oh 
ol ss / ] 晤 [二 O(kp 一 名] 
(2m)3 w + wo— wk— in 
| ) Or k+l) 


rp 
Ww —wktg+in To — Wktg —in 


(6.8.39) 
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其 中 ， 


w=w+g0; 4= (gg0). 
上 式 对 频率 积分 总 共 包括 四 项 , 其 中 两 项 的 极点 位 置 在 实 轴 同 一 侧 , 可 以 在 实 
轴 另 一 侧 选择 一 个 积分 回路 ; 另 两 项 的 极点 位 置 在 实 轴 的 两 边 , 无 论 在 实 轴 哪 边 选 
择 一 个 积分 回路 均 可 . 实行 对 频率 积分 后 得 


3, 
Man) =# / Eo + ql kr)otke ~ A) 7 


1 . 
x(— 1). (6.8.40 
(ss Ts) ( ) 


定义 其 纲 为 一 的 变数 : 
v = figom/h2k2. 


对 大 积分, 得 到 mo 的 实 部 为 


2mkF 1 v 4 
m ee | 
ReM? (q,) = Ton | 1+z | € ) jn 


- 雪 E-G+) | 中外 (6.8.41) 
由 (6.8.40) 式 , 对 m 的 虚 部 为 
Im mM (q,00) = tah / rolle + ql ~ 和 ol ~ kD) 
xX[6(go 一 wak) + (go + wax)], (6.8.42) 


其 中 ， 。 
下 二 
wak wrk Wk = (+) 一人 一 元 (e+ $7) 


虚 部 的 积分 需 对 不 同 的 9 值 分 别 进行 ， 结果 为 
(Da>239 +9>v2 57-4. 


kr 1 v g 党 

、Im mo RE EN 

mm (gq,v) A lL € 9) ， 
机 Ls 

(2)9<259 + >>24- 20. 


kp 1 v gq\? 
Imm (a 
mn 人) j2 dng E ( 2 
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(3)g<2,0<v <q- 30 


有 了 m?(q) 的 值 , 经 过 积分 及 一 些 数值 计算 , 可 以 得 出 E, 的 值 ; 类 似 地 通过 计 

算 格林 函数 可 以 得 到 ES 的 贡献 , 从 而 得 到 体系 的 相关 能 量 为 6 
从 = = 大 陪 (1 — In2)Inr, - 0.094 + Orslnrs)| . 

本 节 的 最 后 , 我 们 对 有 效 相互 作用 的 意义 作 简 单 的 讨论 . 

在 圈 图 近似 下 , 用 有 效 相互 作用 U,(q) 代替 实际 的 裸 相互 作用 , 改变 了 长 波长 
时 的 行为 , 使 积分 为 有 限 . 为 了 看 清 Ur(g) 的 物理 意义 , 在 go = 0 的 静态 极限 下 来 
讨论 这 一 问题 . 

当 qo =0 时 ,有 w=0, 方 程 (6.8.41) 简化 成 


2 

1- 人 

0 _ mk 到 站 2 
Re co- 器 | 1 十 二 i os 


而 由 (6.8.42) 得 


ImmM (q,0) = 
所 以 ， 
i 
i + ma 9(9/ke) 
和 = toa/ke) 
其 中 ， 


, 1—27/2 
9 一 丈 (- 反 ) ez 
可 以 看 出 , U; 与 Vo 的 主要 差别 来 自 于 (gq/ke)? .< rs 的 长 波长 部 分 , 在 rs 一 0 的 高 
密度 极限 , 近似 的 有 


dre? 
Ur(q,0), 2 par 
(6.8.43) 式 说 明 波长 被 截断 , 即 g = 0 时 , Ur(q,0) 为 有 限 , 不 具有 库仑 势 的 奇异 性 . 
对 (6.8.43) 式 作 傅 里 叶 变 换 , 得 到 在 坐标 空间 有 效 相互 作用 的 定性 图 像 : 


(6.8.43) 


2 
e- 2 
从 Go) ~ Fedir. 
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上 式 是 两 电荷 间 的 屏蔽 库仑 势 , 9 薄 是 屏蔽 长 度 . 表示 成 


人 简 言 之 , 在 加 


4ar. 
gr = 避 = 0.66rs 胜 . 


近似 中 


h 用 有 效 相互 作用 代替 裸 相互 作用 , 物理 上 意味 着 用 屏蔽 


库仑 相互 作用 代替 实际 相互 作用 . 
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在 第 5 章 有 关 相 变 问题 的 讨论 中 已 经 看 到 , 体系 的 很 多 物理 性 质 与 空间 维 数 
紧密 相关 . 近年 来 新 材料 、 新 器 件 的 研究 广泛 地 显示 了 一 、 二 维 体系 与 三 维 体系 有 
不 同 的 特点 . 因而 对 低 维 物理 体系 的 研究 , 引起 了 很 大 的 兴趣 , 取得 了 许多 重要 的 
进展 . 本 章 通 过 介绍 低 维系 统 的 一 些 特性 , 使 读者 了 解 物理 体系 与 空间 维 数 之 间 的 


7.1 低 维系 统 的 特点 


在 5.4 节 已 经 证 明 , 一 维 伊 辛 模型 不 存在 相 变 , 这 一 结论 是 普遍 的 , 即 不 仅 对 伊 
辛 模型 , 对 其 他 只 有 短程 相互 作用 的 一 维系 统 亦 不 存在 相 变 ， 正 如 该 节 所 指出 , 体 
系 是 否 产生 相 变 , 或 者 说 体系 是 否 存在 长 程序 , 是 由 系统 的 内 能 趋 于 极 小 , 炉 趋 于 极 
大 两 个 因素 所 决定 的 , 对 一 维系 统 , 相互 作用 只 能 沿 一 条 线 传播 , 每 个 粒子 的 近邻 数 
很 少 , 当 系统 中 出 现 局 部 的 无 序 态 时 , 系统 能 二 改变 不 足以 抵消 信 增加 的 因素 , 以 致 
使 体系 整个 处 在 无 序 态 . 

以 一 维 伊 辛 模型 为 例 , 体系 处 在 绝对 零度 时 , 自 旋 将 按 同 一 方向 排列 , 当 T > 0 
时 , 热 运 动 使 系统 有 一 定 概率 出 现 反 向 排列 的 自 旋 , 相 邻 两 自 旋 间 的 相互 作用 , 使 反 
向 排列 的 自 旋 会 引起 系统 能 其 的 增加 , 以 J 表示 每 一 个 反 向 自 旋 与 近邻 自 旋 相互 
作用 的 耦合 常数 , n 表示 体系 中 出 现 的 反 向 自 旋 的 界面 数 , 则 系统 能 量 改 变 为 


ABE =n]. (7.1.1) 


另 一 方面 , 反 向 自 旋 的 出 现 , 使 系统 微观 态 数 增加 , 也 就 是 使 系统 的 信 增 加 . 按 


照 系 综 理 论 附 加 炉 为 Ni 


AS = kinW = Am nj 


(7.1.2) 


系统 总 自由 能 改变 为 


N! 
AF=AE-TAS=Jn— HT nm 


由 斯 特 林 公式 : 


AF =nJ— kTINInN — (N—nln(N—n)—nlnn), 


:358 ， 第 7 章 低 维系 统统 计 力 学 


系统 自由 能 随 ”的 变化 为 

OAF Nn 

MT 一， (7.1.3) 
系统 的 J 为 有 限 值 ，N 之 ww 则 上 式 成 为 

AE Thr < 0. (7.1.4) 


说 明 当 系统 随 着 反 向 自 旋 界面 的 增加 , 自由 能 减少 , 因此 当 T 关 0 时 , 系统 不 可 能 出 
现 有 序 相 , 亦 即 不 会 有 相 变 . 
对 大 于 一 维系 统 , 反 向 自 旋 出 现时 , 将 增加 系统 的 表面 能 , 设 体系 的 边 长 为 L， 
维 数 为 D, 表面 能 的 改变 为 
AB cx JID-1， (7.1.5) 


而 系统 的 焙 改 变 依然 与 nN 成 比例 , 在 热力 学 极限 条 件 下 , 工 一 o0,N 一 co, 只 要 . 
D>1 就 有 
ABE — o%, AS 一 oo. 


但 AE 是 按 寡 函数 趋 于 无 穷 , 比 对 数 函 数 增长 更 快 , 说 明 当 D > 1 时 , 反 向 自 旋 界 
面 的 出 现 , 使 系统 的 自由 能 增加 , 也 就 是 热 运 动 引 起 的 涨 落 受到 自 旋 间 相互 作用 的 
抑制 , 不 会 破坏 体系 的 长 程序 , 使 体系 依然 处 于 有 序 态 ， 只 有 到 热 运 动 激烈 到 一 定 
程度 , 炉 增 加 超过 了 能 二 的 增长 速度 , 才能 使 系统 处 于 无 序 态 , 也 就 是 对 大 于 一 维 的 
系统 , 就 有 可 能 产生 相 变 . 

就 伊 辛 模型 而 言 , 自 旋 只 取 十 、 一 两 个 值 , 或 者 说 自 旋 具有 分 立 对 称 的 状态 , 对 
其 他 具有 分 立 对 称 的 体系 , 上 述 结论 同样 适用 . 但 对 具有 连续 对 称 的 体系 , 情况 就 不 
一 样 . 这 时 自 旋 取向 可 以 连续 变化 ( 见 图 7.1.1), 对 一 个 边 长 为 工 的 DD 维 晶 格 , 设 
晶 格 两 端面 的 自 旋 方 位 角 相 差 有 限 的 9 角 , 这 角度 分 配 到 工 层 上 , 每 层 只 相差 9/ 工 
角 , 与 自 旋 平 行 的 状态 相 比 , 系统 能 量 改 变 可 表示 成 


09 D-1 
J 人 一 Cos 2) 


AEcxJ 人 一 cos 2) a (7.1.6) 


整个 晶 格 的 能 基 改 变 为 


说 明 在 连续 对 称 的 情况 , 只 有 D > 2 才 可 能 出 现 AE 一 co 的 情况 , 也 就 是 说 在 连 
续 对 称 的 情况 下 , 只 有 大 于 二 维 的 体系 才 可 能 出 现 相 变 . 


7.1 低 维 系统 的 特点 
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我 们 也 可 以 从 另 一 角度 考察 空间 维 数 与 
体系 有 序 度 之 间 的 关系 . 

当 温 度 大 于 零 时 , 体系 有 一 定 概率 处 在 激 
发 态 , 其 中 起 主要 作用 的 是 低能 激发 态 . 考虑 
低能 激发 态 的 态 密度 与 空间 维 数 间 的 关系 . 

设 体系 的 边 长 为 也 满足 周期 性 边界 条 件 ， 
则 波 矢量 为 


kz, ky, kz = 


m 


TF: (m=0,+1,+2,.). 


相 邻 两 波 矢 之 间 的 间隔 为 1/L, 对 不 同 的 空间 
维 数 在 动量 空间 处 于 友 一 不 + dk 之 间 的 状态 


数 为 图 7.1.1 连续 对 称 下 自 旋 方 向 的 改变 
于 
dk / z= Ea 一 维 ; 
dn= $4 2xkdk (8) = 2nxL2kdk, 二 维 ; (7.1.7) 
1 3 
dnk2dk / ( = dnL3k2dk, 三 维 . 
让 体系 的 元 激发 能 谱 为 
E(k) = ak?, (7.1.8) 
于 是 态 密度 为 
5 1/VE, 一 维 ; 
p(E)= 芒 久 人 常数， 二 维 ; (7.1.9) 
VE, 三 维 . 
p(B) 与 妃 的 关系 用 曲线 表示 如 图 7.1.2, 对 一 


,P(E) 


图 7.1.2 ”各 种 空间 维 数 的 态 密度 


维系 统 , 妃 很 小 时 , p(z) 趋 于 无 穷 , 无 论 温度 多 
低 , 热 激 发 引起 的 涨 落 都 将 是 十 分 强烈 , 系统 不 
能 出 现 有 序 态 , 即 体系 没有 相 变 .三 维系 统 则 
相反 , 低能 态 密度 p(B) ~ 0, 在 低温 涨 落 很 小 , 
使 体系 可 以 保持 有 序 , 也 就 是 有 相 变 ， 二 维系 
统 的 低能 态 密 度 为 常数 , 介 于 一 维 与 三 维 之 问 ， 
故 比 这 两 者 更 为 复杂 . 对 具有 分 立 对 称 的 二 维 
系统 , 正如 前 面 所 指出 , 其 自 旋 状 态 只 能 取 有 限 
个 值 , 激发 态 能 量 不 能 连续 变化 , (7.1.8) 式 不 再 
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适用 , 换言之 , 系统 存在 能 隙 , 当 温度 足够 低 时 , 体系 可 以 保持 长 程 有 序 ; 而 对 具有 连 
续 对 称 的 二 维系 统 , 显然 当 Y 一 co 时 , 不 能 保持 长 程 有 序 ， 但 在 局 部 区 域 可 以 为 有 
序 , 这 种 序 被 称 为 准 长 程序 , 当 温度 升 高 , 热 运动 可 以 破坏 这 种 准 长 程序 , 因而 具有 
连续 对 称 的 二 维系 统 , 不 存在 通常 意义 下 的 相 变 , 而 出 现 另 一 类 相 变 , 将 在 后 面 做 进 
一 步 分 析 . 

造成 低 维 系统 与 三 维系 统 不 同性 质 的 另 一 个 重要 原因 是 费 米面 的 不 同 ， 考 虑 
在 晶 格 周期 场 中 运动 的 电子 体系 , 基态 时 电子 填充 的 最 高 能 态 就 是 费 米面 . 三 维系 
统 的 费 米面 是 曲面 , 二 维系 统 的 费 米面 是 曲线 , 而 一 维系 统 只 是 两 个 点 ， 这些 体系 
的 布 里 渊 区 的 边界 ， 及 二 维 情况 下 , 分 别 由 平面 及 直线 所 组 成 , 与 费 米面 只 能 
相交 或 相 切 , 而 对 一 维系 统 , 其 布 里 渊 区 边界 亦 为 两 个 点 , 故 有 可 能 与 费 米面 完全 重 
合 (图 7.1.3), 这 一 特点 使 一 维 晶 格 显示 出 二 、 三维 蝇 格 所 没有 的 新 现象 , 这 就 是 下 
节 要 讨论 的 Peierls 相 变 . 


入 


= 维 一 维 
图 7.1.3 一 维 及 二 维 体系 的 布 里 洲 区 与 费 米面 
除 上 述 两 方面 外 , 三 维 与 一 、 二 维系 统 在 物理 本 质 上 还 存在 其 他 一 些 不 同 之 处 ， 
正 是 这 些 差异 , 决定 了 体系 的 相 变 等 一 系列 物理 性 质 与 空间 维 数 紧密 相关 


7.2 ”Peierls 相 变 


考虑 一 个 一 维 体系 , 即 由 N 个 原子 等 距 排列 成 的 直线 链 , 其 唱 格 常数 为 a, 总 
长 度 工 = Na. 由 固体 物理 可 知 , 在 品格 周期 场 的 作用 下 , 价 电子 的 能 级 形成 能 带 ， 
其 布 里 渊 区 边界 为 


si 


元. (7.2.1) 


7.2 ”Peierls 相 变 .361 . 


设 每 个 原子 有 一 个 价 电子 , 第 一 布 里 渊 区 的 状态 数 为 
2ko 


全 


因此 N 个 价 电子 只 填 满 了 第 一 布 里 湖区 中 的 一 半 状 态 , 此 时 响 米 动量 tr = 十 . 这 
一 状态 能 基 较 高 , 是 不 稳定 的 , 体系 必然 会 趋向 能 量 更 低 的 状态 , 这 就 是 原子 产生 一 
定位 移 后 , 重新 排列 的 状态 . 这 一 现象 被 称 为 Peierls 不 稳定 性 1， 设 链 中 偶数 原 
子 向 右 移动 距离 u, 奇数 原子 向 左 移动 距离 u, 原子 构成 两 两 配对 的 结构 , 新 原 胞 


的 品格 常数 为 %( 见 图 7.2.1), 则 


=N. (7.2.2) 


oa = 2a, (7.2.3) 


a 
pa 
一 和 一 人 一 和 


一 -一 一 一 一 6 一 6e 一 一 
一 
a'=2a 


图 7.2.1 原子 位 移 前 后 的 元 胞 
相应 第 一 布 里 渊 区 边界 成 为 


训导 (7.2.4) 


对 这 样 的 一 维 体系 , 只 考虑 原子 间 的 近邻 相互 作用 , 电子 可 在 近邻 原子 间 路 迁 ， 
电子 -品格 相互 作用 的 哈密 顿 基 为 


B=- Vn(atiian + tHanti) + S Dunn — un)?. (7.2.5) 
其 中 un 表示 第 nn 个 格 点 上 原子 的 位 移 ; ot 及 an 是 第 nn 个 格 点 上 电子 的 产生 及 涯 


没 算 符 ; Vat1n 是 第 个 原子 与 第 n+1 个 原子 之 间 相 互 作用 矩阵 元 . 当 原子 位 移 
比 晶 格 常 数 小 得 多 时 , 可 作 近 似 展开 : 


Vn+hn = WW — g(Uunt1 ~ Un), (7.2.6) 


Ww 是 当 原 子 为 等 距 排列 时 相 邻 原子 间 相 互 作 用 矩阵 元 ; 9 是 电子 - 晶 格 相互 作用 用 
耦合 常数 , 为 简单 起 见 , 可 近似 看 成 为 常数 ，(7.2.5) 式 第 二 项 则 表示 晶 格 位 移 产 生 
的 弹性 能 . 且 在 这 哈密 顿 量 中 , 由 于 我 们 只 讨论 定 态 问题 , 故 忽略 了 晶 格 原子 运动 
的 能 量 . 
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将 (7.2.6) 式 代入 (7.2.5) 式 , 有 


全 =- [W(otiian+ 叶 ant — gunt1 — un)(atyian + otan+1)] 
nm 
C 2 
由 了 (un 一 zwn) (7.2.7) 
吏 


(7.2.5) 式 中 第 一 项 被 分 解 成 两 项 , 前 一 项 表示 电子 运动 能 量 , 后 一 项 是 电子 -品格 相 
互 作用 能 . 如 果 原 子 不 发 生 位 移 , 即 处 在 等 距 排 列 的 状态 下 , 有 4 = 0, (7.2.7) 式 成 
为 EL 


好 = 一 > Vo(atrian + oant1)) (7.2.8) 
作 伟 里 叶 变换 , 令 了 
mm 一 志 人 (7.2.9) 
代入 (7.2.8) 式 , 得 
访 =- 并 se(batau (7.2.10) 
四 
其 中 ， 
E(k) = —2Vo cos(2rka). (车 <kg 去 ) ; (7.2.11) 


这 就 是 当 原子 等 距 排列 时 的 电子 能 谱 ( 见 图 7.2.2 中 虚线 ). 


E(N) 


-2 N=1/44 pe 
7.2.2 ”原子 位 移 前 后 的 能 带 
当 原 子 产生 位 移 后 , 两 个 靠近 的 原子 形成 配对 状态 , 新 的 元 胞 与 原来 的 元 胞 不 
一 样 , 此 时 4 才 0, 有 


Un = (—1)"™w, 


7.2 ”Peierls 相 变 


“363. 


代入 (7.2. . 式 : 
=— DW 2(-1)"gul(atyian + oant!) + 2NCw?. 

对 偶数 ne 及 奇数 no 算 符 需 分 别处 理 , 作 变换 : 
i EE Da 十 ak)e™ 

0 vi Tt 大 大 


2ixknoa, 
， 


2ixknea 


om. =- 启 Di -ee 
将 (7.2.13) 式 代 入 (7.2.12) 式 : 
= e(k)(agtas -aktay) 
大 


+iy 4(P)(ag+ag 一 oftak) + 2NCu2， 
k 


其 中 ， 
A(k) = 49usin2rka. 


(7.2.12) 


(7.2.13) 


(7.2.14) 


(7.2.15) 


(7.2.14) 式 中 第 一 项 为 对 角 的 ; 第 三 项 为 常数 项 ; 而 第 二 项 为 非 对 角 的 . 为 了 将 哈密 


顿 最 对 角 化 , 引入 变换 ， 
b= —iakpak + Bkas, 
b= akak + iBRak. 
其 中 ak 及 Bh 为 参数 , 满足 条 件 : 
laxl? + 18.l? =1. 
(7.2.16) 式 的 道 变换 为 
= ~i(BkbE — okbk), 
唤 王 (ak 歇 十 碟 的 )， 
将 (7.2.18) 式 代 入 (7.2.14) 式 , 得 


六 = 吕 { 人 aoe 有 t+ -senai 一 Bi 机 
k 


— [A(K) (QnBt + okBr) + e(k)(BEBE — Ook)] ORR 


+ [A(k)(Qaxrak — BEBk) 十 2e(E)akBk] bt be 
+ [A(k)(akai — BRBR) + 2e(k)okBR] t} 
+2NCu?. 


(7.2.16) 


(7.2.17) 


(7.2.18) 


(7.2.19) 
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(7.2.19) 式 中 前 两 项 为 对 角 的 , 第 三 、 第 四 项 依然 为 非 对 角 的 . 但 变换 (7.2.16) 式 中 
有 两 个 参数 ak 及 Bk,(7.2.17) 式 给 出 了 这 两 个 参数 满足 的 一 个 条 件 , 可 令 第 三 、 第 
四 项 的 系数 为 零 (这 两 项 系数 实际 上 是 相同 的 ), 给 出 ax, Bk 满足 的 另 一 个 条 件 , 即 


A(k)(akak — BkBk) + 2akBke(k) = 0. (7.2.20) 


由 (7.2.17) 式 及 (7.2.20) 式 可 解 出 系数 为 


1 E(k) 
7 VY + Be)’ 
一 1 - 钦 
Bk = 万 ER) 他 39 
其 中 ， 
E(k) = Ve(k)? + A(R)?. (7.2.22) 
系统 的 哈密 顿 量 简单 地 成 为 
和 =D E(k)(0 be — bk" by). (7.2.23) 
大 避 
原子 产生 位 移 后 能 谱 被 分 为 两 支 ; 
E(k) = Ve(k)? + A(k)?, 
Ev(k) = —Ve(k)? + A(k)?, (7.2.24) 


其 中 Be() 对 应 于 导 带 , 而 B*(k) 对 应 于 价 带 . 位 移 后 新 原 胞 的 布 里 渊 区 边界 k= 
去 上 , 系统 出 现 了 能 陈 2A( 见 图 7.2.2 实 线 所 示 ). 由 (7.2.15) 式 可 知 能 隙 的 宽度 为 


2Ab = 8ag. 


以 上 分 析 说 明 原子 位 移 后 , 原来 能 带 被 分 成 两 个 , 下 面 能 带 的 能 量 比 原 能 带 的 
能 量 低 , 而 上 面 能 带 的 能 最 比 原 能 带 的 能 其 高, 故 原子 等 距 排列 的 一 维 体系 是 不 稳 
定 的 , 系统 将 趋 于 能 量 更 低 的 状态 , 即 原子 产生 位 移 的 状态 , 这 就 是 Peierls 不 稳定 
性 . 自然 , 唱 格 原子 产生 位 移 时 , 系统 的 弹性 能 增加 , 由 系统 总 能 基 (包括 电能 及 弹 
性 能 ) 为 极 小 可 以 决定 稳定 位 移 uo. 在 绝对 零度 时 , 体系 的 电子 将 全 部 填 满 下 一 个 
能 带 , 而 上 一 个 能 带 空 着 , 呈 半 导体 状态 . 随 着 温度 升 高 , 品格 原子 的 振动 加 剧 , 当 
温度 超过 某 一 临界 温度 Tc, 原子 振动 的 振幅 可 与 原子 位 移 u 相 比 , 唱 格 畸变 不 再 显 
示 , 体系 又 呈现 导体 状态 , 这 种 由 半导体 变 为 导体 的 相 变 称 为 Peierls 相 变 , Tc 就 是 
相 变温 度 . 


7.3 二 维 体系 :365 


对 二 维 及 三 维 体系 , 正如 7.1 节 所 指出 , 其 费 米面 与 布 里 渊 区 边界 不 会 重合 , 也 
就 是 不 会 出 现 能 阶 , 因而 能 带 依然 是 半 满 的 , 不 会 出 现 Peierls 相 变 . 

一 维 体系 发 生 Peierls 相 变 后 , 晶 格 周期 发 生变 化 , 由 a 变 为 a', 新 的 晶 格 被 称 
为 超 晶 格 . 与 此 相应 的 晶 格 周期 场 也 发 生 改 变 , 形成 周期 为 a 的 势 场 , 在 这 一 场 中 
运动 的 电子 已 不 再 是 均匀 分 布 , 电荷 密度 形成 以 波长 和 = % 的 周期 性 分 布 , 这 种 分 
布 称 为 电荷 密度 波 , 简称 CDW. 波长 可 表示 成 
县 避 
2kp 


对 一 维 体系 , 电子 密度 ” 和 费 米 动 基 kr 间 有 关系 : 


入 = 


所 以 


~ 


n 


显然 , CDW 的 波长 只 决定 于 kr 或 电子 密度 mw 而 与 唱 格 常 数 a 无 关 . 

最 后 需 指出 的 是 在 前 一 节 已 说 明 一 维 体系 没有 长 程序 , 也 不 会 产生 通常 意义 上 
的 相 变 . 本 节 所 讨论 的 Peierls 相 变 理论 , 只 解释 了 在 绝对 零度 时 体系 产生 能 际 的 过 
程 , 而 不 能 解释 在 非 零度 下 产生 的 Peierls 相 变 , 需要 考虑 体系 的 三 维 效应 , 即 链 与 
链 之 间 的 耦合 , 才能 得 到 相 变 的 结论 , 有 关 这 方面 的 讨论 , 可 参阅 文献 [7.2]. 


7.3 二 维 体系 


7.1 节 中 已 经 看 到 , 从 低能 激发 态 的 态 密度 来 分 析 , 二 维 体系 具有 不 同 于 一 维 及 
三 维 的 特点 , 在 具体 讨论 具有 连续 对 称 的 二 维 体系 之 前 , 先 简 述 一 下 分 立 对 称 二 维 
体系 的 情况 , 以 做 对 比 . 

具有 分 立 对 称 的 二 维 体系 的 典型 代表 是 二 维 伊 辛 模型 , Onsager 解 已 经 得 出 了 
系统 的 相 变 的 结论 ( 见 第 5 章 ). 对 更 普遍 的 情况 , 将 自 旋 看 成 为 经 典 矢量 , 可 以 取 gq 
个 (q 为 有 限 数 ) 分 立 值 , 这 种 模型 被 称 为 Potts 模型 . 如 果 自 旋 矢 量 被 限制 在 一 个 
平面 上 , 称 为 平面 Potts 模型 ; 自 旋 矢量 在 三 维 空间 , 称 为 标准 Potts 模型 ,或 简称 为 
Potts 模型 . 系统 的 哈密 顿时 可 以 分 别 写成 

— DT cos(0i,0;) = — DJ cosbs, 平面 ; 
(17) (17) 
H= (7.3.1) 
— D75(si, 8;), 标准 . 
(17) 


. 366 . 第 7 章 ” 低 维系 统统 计 力学 


各 种 不 同 理论 (级 数 展开 , 重 正 化 群 等 ) 都 得 到 了 二 维 Potts 模型 有 相 变 的 
结论 . 
Potts 模型 的 序 参 量 被 定义 为 中 


m= (gM — 1)/(q—1), (7.3.2) 


其 中 M 为 磁化 强度 , 9 为 自 旋 态 数 . 
无 外 场 时 体系 的 相关 函数 为 "4 


Gaa(rira) = paa(r1,72) 一 2， (7.3.3) 


其 中 my32 为 格 点 的 位 置 矢量 , paa(rl,ra) 是 在 ri 和 v2 两 格 点 上 具有 相同 自 旋 态 
a 的 概率 . 显然 , 在 完全 有 序 和 完全 无 序 的 状态 下 , G 的 取 值 为 


(一 1)/o2 和 0. 
当 |r1 一 72| 一 co 时 , 相关 函数 与 无 外 场 时 的 序 参量 间 的 关系 为 


ea Gaa(r1,72) = (9 — 1)(mo/q)?, (7.3.4) 
mo 为 无 外 场 时 的 序 参 其 . 尽管 到 目前 为 止 , 对 各 种 空间 维 数 和 各 种 g 值 的 Potts 模 
型 尚未 全 部 解决 , 但 其 物理 实质 与 伊 辛 模型 一 样 , 产生 相 变 的 边界 维 数 为 一 维 . 

有 关 Potts 模型 的 综述 性 评论 可 参阅 文献 [7.5]， 

当 经 典 自 旋 矢量 的 取向 可 连续 变化 , 也 就 是 体系 有 连续 对 称 性 时 , 与 上 述 情况 
不 同 , 体系 表现 了 更 复杂 的 性 质 . 

若 自 旋 矢 量 被 限制 在 平面 上 , 称 X-Y 模型 ; 而 如 果 自 旋 撩 基 可 在 三 维 空间 连续 
改变 时 , 称 海 森 伯 模型 . 需 注意 的 是 这 里 的 维 数 是 指 自 旋 矢量 的 维 数 , 或 者 说 是 体系 
的 内 部 自由 度 , 与 体系 的 空间 维 数 是 不 同 的 概念 . 下 面 以 二 维 X-Y 模型 为 例 , 解释 
具有 连续 对 称 二 维 体系 的 特点 . 

二 维 X-Y 模型 的 哈密 顿 量 为 


H= -J Ds sj (7.3.5) 
人 二 ) 


其 中 s = srez + syey, 是 X-Y 平面 上 的 经 典 矢 量 , 满足 条 件 


(sz)2 十 (52)2 = 1. 


而 ez,ey 是 自 旋 空间 的 基 矢 . i,j 为 格 点 的 标号 , 被 限制 在 二 维 平面 上 , 求 和 只 对 近 
邻 对 (i,j) 进行 . 1t 为 经 典 哈密 顿 量 , 在 Xt 中 出 现 的 是 两 个 矢量 的 标量 积 , 因此 具有 


7.3 二 维 体 系 四 “367. 


zy 平面 上 的 连续 旋转 不 变性 . 如 果 格 点 i 分 布 在 一 维 或 三 维 晶 格 上 , 就 是 一 维 或 
三 维 X-Y 模型 . 

60 年 代 中 , Merminl76| 等 人 严格 证 明了 二 维 连续 对 称 系统 不 存在 长 程序 . 但 几 
平 与 此 同时 Stanley 和 Kaplanf"9] 用 级 数 展开 得 到 了 二 维 连续 对 称 体系 的 物理 量 
在 有 限 温度 下 可 以 有 奇异 性 , 磁化 率 可 以 趋 于 无 限 , 也 就 是 系统 存在 相 变 ， 这 两 个 
结论 看 来 似乎 是 矛盾 的 , 但 实际 并 非 如 此 , 他 们 两 者 都 只 抓 住 了 事物 的 一 个 方面 . 以 
后 的 一 系列 工作 表明 , 二 维 连续 对 称 体系 虽然 没有 长 程序 , 但 可 以 有 准 长 程序 , 存在 
另 一 种 类 型 相 变 . 在 具体 讨论 这 种 相 变 之 前 , 先 计算 二 维 X-Y 模型 自 旋 偏转 角 的 
涨 落 及 相关 函数 , 以 便 考察 什么 是 准 长 程序 . 

为 了 计算 平均 值 , 将 系统 的 哈密 顿 基 (7.3.5) 式 改写 一 下 . 令 i 与 > 轴 的 夹 角 
为 pi,3; 与 x 轴 的 夹 角 为 p;, 则 


8i = sfez + sYey = scosypiezs + ssin piey, 


8j = sez + syey = scospjez 十 ssinpjey， 


代入 (7.3.5) 式 , 有 
H= 一 J Dcos(pi 一 9 (7.3.6) 
(i) 
其 中 (pi - pi) 为 两 个 自 旋 之 间 的 夹 角 . 当 (pi - p;) = 0 时 , 意味 着 所 有 自 旋 为 平 
行 排列 , 体系 有 最 低能 其 , 这 就 是 体系 的 基态 ; 随 着 角度 增 大 , 能 其 随 之 增加 . 在 低温 
下 , 能 基 高 的 状态 难以 激发 , 故 (pi 一 wj) 为 小 基 , 将 cos(9i - py) 展开 成 级 数 , 保留 
前 两 项 , 得 


cos(ps -os1-3te 一 (7.3.7) 
将 (7.3.10) 式 代入 (7.3.9) 式 : 


KH= -将 3 了 (es 一 的， (7.3.8a) 
2 霹 
其 中 4 为 配 位 数 , N 为 格 点 总 数 , 第 一 项 是 系统 基态 能 量 , 为 一 常数 , 对 讨论 相关 函 
数 不 发 生 影响 , 以 后 忽略 这 一 项 , 写成 


J 
H=3 2 (pp) (7.3.8b) 
(17) 


对 (7.3.8b) 式 作 傅 里 叶 变换 ; 
六 症 es e2rier， (7.3.9) 


k 
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其 中 7; 是 第 i 个 格 点 的 位 置 矢量 , 代入 (7.3.8b) 式 : 
H= 7 > 六 和 |e(E)(e2rie 已 en) 


人 二 
= > Ele(P)|?， (7.3.10) 
四 
其 中 ， 
E(k) = ¥ > [1 ~ cos(2xka)]. (7.3.11) 


a 为 晶 格 基 矢 , E(k) 就 是 自 旋 波 能 谱 . 在 二 维 正方 形 格 点 中 , 由 (7.3.14) 式 易 得 
E(k)=2x2Jak? (ak <1). (7.3.12) 


由 (7.3.10) 式 可 以 看 出 , 哈密 顿 量 由 平方 项 组 成 , 故 体系 有 高 斯 分 布 形式 , 每 个 
自由 度 有 能 二 : 


(Ble(b3) = eT, 
KB 
(w(K) =3 有 而 (7.3.13) 


为 避免 混淆 , (7.3.13) 式 中 将 玻 尔 兹 曼 常数 写成 ke. 

首先 来 观察 一 下 自 旋 偏 转角 的 涨 落 . 由 于 基态 时 自 旋 的 方向 沿 > 轴 , yi 为 自 旋 
实际 指向 与 > 轴 的 偏离 角度 , 故 可 计算 出 温度 工时 自 旋 的 热 涨 沙 形 成 的 自 旋 偏 离 
角 的 平方 平均 值 (w?). 

由 于 体系 是 均匀 的 , 各 自 旋 偏离 角 的 平方 平均 值 是 相同 的 , 于 是 


p= 地 yD k)|2). (7.3.14) 


由 (7.3.12) 式 和 (7.3.16) 式 并 将 求 和 换 成 积分 (D2 -Ze / dk): 
k 


1 
(92) = 2 P) = aT / 区 BE (7.3.15) 


”由 自 旋 波 能 谱 (7.3.15) 式 得 


人 态 渤 LikeT /dk 
pi) 7 Mn2N Jas 


(7.3.16) 
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为 了 保持 自由 度 为 N, 的 积分 上 限 取 直 , 而 对 不 同 的 空间 维 数 , 在 动量 空间 
中 积分 /ak 不同， 


1/2a 


2dk, 一 维 ; 
UL 
1/2a 
/ dk= _ 2xkdk, 二 维 ; (7.3.17) 
U/L 
1/2a 
/ 4rk2dk， 三 维 . 
TE 


将 (7.3.19) 式 代入 (7.3.18) 式 , 考虑 到 对 一 维 情况 有 Na = 厂 对 二 维 为 Na? = L?， 
对 三 维 为 Na3 = L3 可 得 


(haT/2e2)， 一 维 

2 】 keTy IL 
(Pi) = py In 元 维 ; 
kpT 2 
Zn7 5 


由 上 式 可 以 看 出 , 对 三 维系 统 (9?) 与 工 无 关 , 在 低温 下 即 keT < J 时 , 自 旋 偏 
离 度 很 小 , 各 自 旋 基 本 上 都 指向 同一 方向 , 序 参 量 M (z 方向 的 磁化 强度 ) 不 为 零 ， 
且 当 工 很 大 时 系统 依然 保持 有 序 , 因而 三 维 X-Y 模型 有 长 程序 . 
对 一 维系 统 , (p?) 与 工 成 正比 , 当 工 很 大 时 , 自 旋 取 向 的 偏离 也 很 大 , 也 就 是 自 
旋 可 以 指向 任意 方向 , 不 能 维持 在 z 轴 附 近 , 序 参 量 M 趋 于 零 , 说 明 一 维 X-Y 模 
型 是 无 序 的 
对 二 维系 统 , 介 于 三 维 与 一 维 之 间 . 在 热力 学 极限 ( 即 研 一 co) 下 , 自 旋 取向 的 
偏离 也 将 趋 于 无 限 , 因而 亦 为 无 序 的 , 但 与 一 维 的 情况 有 明显 的 差别 , 此 时 (p?) 随 
工 为 对 数 增长 , 故 增加 得 很 慢 . 低温 下 在 不 太 大 的 范围 内 , 自 旋 方 向 偏离 并 不 大 , 在 
此 范围 内 自 旋 取向 的 平均 值 在 一 定 程度 上 依然 沿 着 = 轴 方 向 , 这 说 明 对 于 二 维 情 
况 , 在 小 范围 内 序 参量 M 可 以 不 等 于 零 , 这 就 是 准 长 程序 . 

以 上 我 们 论证 了 由 于 态 密度 的 不 同 导致 了 对 二 维系 统 与 一 、 三 维系 统 的 差别 ， 
尽管 序 参量 M 为 零 , 但 可 以 存在 准 长 程序 . 这 一 证 明 过 程 理论 上 是 不 严格 的 , 更 严 
格 的 理论 证 明 得 到 的 结果 是 相同 的 . 

下 面 我 们 再 从 相关 函数 的 角度 来 进一步 分 析 一 下 准 长 程序 的 问题 . 

对 磁 系统 , 自 旋 相关 函数 被 定义 为 i, j 两 格 点 间 自 旋 涨 落 之 间 的 相关 , 即 


Gri ri) = (si 一 (sj))(s7 一 (37))) 
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依据 Mermin 的 结果 , 具有 连续 对 称 二 维 体系 的 序 参量 为 零 , 对 二 维 X-Y 模型 有 
(si) = (sj) = 0. 相关 函数 可 以 表示 成 


Glrari) = (si 97) 
取 格 点 j 的 位 置 为 坐标 原点 , 格 点 i 的 位 置 矢 量 表示 成 ” 上 式 可 以 改写 成 
G(r) = (s(r) .s(0)) = (cosfb(r) — $(0)]) = Re(eit?(™) GO) 


对 任意 高斯 分 布 ，PG) = -局 cae”, 求 平均 值 可 得 
(ml a 


(y")= / PW)y™"dy = site (7.3.18) 
一 oo nN: 
(yt)=0 (7.3.19) 


由 (7.3.18) 式 及 (7.3.19) 式 得 


通过 直接 计算 可 得 
(bg = eon 


于 是 (7.3.20) 式 可 写成 
(elky) = e—#$((ky)’), (7.3.21) 


将 (7.3.21) 式 的 结果 用 于 (7.3.17) 式 , 有 
G(r) = oe-#(e(r) -00))), (7.3.22) 
与 (7.3.13) 式 类 似 的 作 傅 里 叶 变 换 : 


. (p(n) = p(O)P) = 襄 Dl2 — 2cos( :met 有 (7.3.23) 
k 


将 (7.3.16) 式 代 入 (7.3.23) 式 得 


(p(n) -pl0) 站 == 坷 D2 一 2cos(k -nj 
k 
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求 和 换 成 积分 , 并 考虑 到 (7.3.15) 式 , 有 


(etn) -v0 = BS (EE) 2a (1.324) 
对 二 维系 统 , d = 2, 工 = Na?, 则 
(pn) -p00P) = / eae 
2 / We 1 Fak 六 dbll 一 cos(kreosg] 
二 等/ Fh — Jo(kr)]), 


其 中 Jo(kr) 为 贝 塞 尔 函 数 . 作 变 数 变换 , 令 z = kr, 上 式 成 为 
kpT 2rr/a dz 


(lr) -90P)= fF- na) 
ja 
-ur Gh- ot [Eh ha 
KBT 了 工 keT' do 
= Eh eo) 
-各 | eg (2). ~ (7.3.25) 
(7.3.25) A 第 项 用 内 水 西数 的 级 数 展开 式 有 
kaT a | 四 于 Z2n dz 
霖 人 二 -mo 等 矿 到 2 ap] 


z2n-1 


天 . 
了 3 (一 ie 
有 Te 
7 77 2 De 扩 (0D2 


显然 , 上 述 级 数 是 收敛 的 , 且 与 7 无 关 , 可 令 其 为 Q1. 第 三 项 积分 上 限 为 7/a, 我 们 
感 兴趣 的 是 当 两 个 自 旋 相 隔 很 远 时 , 体系 的 相关 函数 , 即 2 六 1, 故 积分 上 限 可 用 
co 代替 , 用 贝 塞 尔 函 数 Jo(z) 当 z 一 co 时 的 渐 近 式 ， 


nef (2-3) 


(7.3.25) 式 第 三 项 积分 成 为 


畦 广 /= /2cos ( (=- 了 ) dz 
2x 
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这 积分 欧 于 一 个 与 + 无关 的 常数 , 令 其 为 Q2, 综合 以 上 结果 ,得 
(pr) -pO = EF nT +Q1 + (7.3.26) 
于 是 得 二 维 X-Y 模型 的 相关 函数 为 
cm=en 人 jem-eo} 


=0. Ee x (i ,(C = const.). (7.3.27) 

由 (7.3.27) 式 可 以 看 出 , 当 7 很 大 时 , 相关 函数 趋 于 零 , 即 体系 没有 长 程序 ， 当 
了 很 小 时 , G(r) 趋 于 零 很 慢 , 换言之 , 在 低温 下 , 体系 在 相当 大 范围 内 依然 相关 , 这 
种 序 被 称 为 准 长 程序 . 为 了 更 清楚 看 出 这 一 点 , 可 以 与 一 维 及 三 维 X-Y 模型 作 一 
比较 . 在 (7.3.24) 式 中 令 d = 1 


ThBT ?rr 1— cos(kr) 
(p(n) HO) = sf rat 
_ 2keTr /2™/o 1 一 coszd 
na / 
当 r 光 a 时 
2rr/o 1 — cosz o 1 一 cosz 开 
/ ~ Br 
由 此 可 得 
kaT 
(pr) ~v(0)) = 3 (5). (7.3.28) 
相关 函数 为 
KeTr 
G(r)=e 27 a. (7.3.29) 


对 三 维 情况 , 令 (7.3.24) 式 中 d = 3, 通过 计算 积分 , 不 难得 到 


G(r) =e teT/. (7.3.30) 


比较 (7.3.27) 式 、(7.3.29) 式 及 (7.3.30) 式 可 以 看 出 , 对 一 维 体系 , (7.3.29) 式 得 
到 的 是 7 很 大 时 相关 函数 为 指数 衰减 , 亦 就 是 只 有 短程 序 , 而 (7.3.30) 式 给 出 三 维 
系统 的 相关 函数 与 7 无关, 即 ” 大 时 不 衰减 , 系统 有 长 程序 . 

由 相关 函数 , 我 们 可 以 分 析 一 下 二 维 X-Y 模型 的 序 参量 M 及 磁化 率 zx. 
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由 于 
G(r) = (s(r) -a(0) 
当 ? 很 大 时 , 可 近似 的 取 ， 


《s(m) .s(0D)) 一 (s(r)) . (s(0)) = M? 


M? = lim G(r) 73.31) 


T 一 oo 


由 (7.3.27) 式 及 (7.3.31) 式 得 


全 


可 以 看 出 , 随 工 增加 M 趋 于 0, 但 在 低温 下 , kaT/4mJ 很 小, 因而 (于) 衰 碱 很 慢 ， 
在 不 太 大 的 工 范 围 内 , M 不 等 于 零 , 这 就 是 准 长 程序 
根据 临界 指数 的 定义 ， 


G(r) 一， (7.3.32) 


7 为 临界 指数 . 比较 (7.3.32) 式 与 (7.3.27) 式 得 


KBT 


7 一 3r7 


由 第 5 章 的 讨论 可 知 , 体系 磁化 率 : 
AnJ 
0 ， Tg—=To; 

Xx Jeoao))ar < 人 RE | 的 页 去 2 ” 

这 结果 说 明 在 某 一 温度 以 下 , 体系 的 磁化 率 发 散 , 而 超过 这 一 温度 , 磁化 率 为 有 
限 , 这 是 相 变 的 一 种 表现 , 温度 Te 即 临界 温度 . 这 是 在 没有 长 程序 而 只 有 准 长 程序 
条 件 下 发 生 的 相 变 , 显然 不 同 于 我 们 在 第 5 章 所 讨论 过 的 通常 意义 下 的 相 变 , 被 称 
为 K-T 相 变 . 


7.4 K-T 相 变 


依然 以 二 维 X-Y 模型 为 例 , 讨论 体系 的 K-T 相 变 . 当 系统 中 所 有 自 旋 沿 同一 
方向 , 例如 z 轴 方 向 排列 时 , 就 是 体系 的 基态 . 当 处 在 激发 态 时 , 自 旋 不 再 按 同 一 方 
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向 排列 , 而 是 有 一 定 的 分 布 , 设 第 i 个 格 点 上 自 旋 与 z 轴 方 向 的 夹 角 为 pi 则 给 定 
一 个 自 旋 分 布 {yi} 就 是 给 出 了 一 个 体系 的 激发 态 . 

设 对 体系 给 定 一 个 自 旋 分 布 {pi}, 在 体系 中 任 取 一 闭合 回路 5, 沿 回路 工 道 时 
针 方向 绕 行 一 周 , 在 回路 通过 的 各 格 点 上 , 自 旋 方位 角 yi 将 逐渐 变化 , 相 邻 两 格 点 
的 角度 变化 为 


Ami = Piri — pi 
( 见 图 7.4.1), 当 绕 行 一 周 时 总 的 角度 改变 为 


BL = Api. (7.4.1) 
L 


对 格 点 i 来 说 , 绕 行 一 周 后 其 自 旋 的 方位 角 由 pi 变 为 BL + pi, 而 i 为 给 定 的 
格 点 , 其 方位 角 必须 是 确定 的 , 绕 行 一 周 后 , 方位 角 应 该 不 变 , 或 改变 2x 的 整数 倍 ， 
故 可 得 
(7.4.2) 


0; 
类 三 De 一 { 2mg, (9 = +1, +2,..). 
(7.4.2) 式 的 前 一 结果 Bz = 0 说 明 体系 自 旋 方位 角 的 分 布 是 单 值 的 , 将 这 类 分 
布 所 对 应 的 体系 的 激发 态 称 为 非 拓扑 性 元 激发 . 由 图 7.4.2 可 看 出 , 沿 任何 一 条 闭 
合 回路 自 旋 方位 角 的 改变 Api 的 总 和 9 为 零 . 


一 了 tt、—7 


， A ey 2 
i Te 
网 NE 让 十 Ft、 二 
i 了 | a 
ND po 一 本义 一 
SN 。 ， 一 7 TE 
图 7.4.1 ， 任 一 回路 上 自 旋 方 位 角 的 改变 图 7.4.2 ” 自 施 波 的 自 施 分 布 


当 gL = 2xg 时 , 说 明 每 个 格 点 方位 角 在 绕 行 一 周 后 改变 了 2xg, 即 每 个 格 点 
上 自 旋 方 位 角 是 多 值 的 , 不 同 值 之 间 相 差 2rd 倍 ， 与 这 类 位 形 对 应 的 元 激发 称 为 
拓扑 性 元 激发 自 旋 分 布 形状 从 整体 来 看 类 似 于 涡 旋 , 故 拓扑 性 元 激发 也 称 为 涡 旋 
(Vortex). 图 7.4.3 画 出 了 4 = +1 和 9g= 一 1 时 的 分 布 图 形 . 
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gq=-1 


图 7.4.3 gq = 士 1 的 拓扑 性 元 激发 的 自 旋 分 布 


(7.4.2) 式 中 整数 4 表示 了 绕 行 一 周 后 自 旋 方 位 角 改变 的 大 小 , 也 就 是 涡 旋 强 
度 , 称 为 拓扑 荷 . 涡 旋 的 中 心 就 是 拓扑 荷 的 位 置 , 可 以 证 明 , 当 给 定 一 个 自 旋 分 布 的 
拓扑 荷 %, 连续 地 改变 各 格 点 的 自 旋 方位 角 , 其 拓扑 荷 保持 不 变 , 称 为 拓扑 荷 不 变性 . 


设 对 一 给 定 的 自 旋 位 形 分 布 , 其 拓扑 荷 为 w 有 》 `Awpi = 2rg, 当 各 自 旋 方位 
角 连 续 改变 时 , 在 一 给 定 回路 上 经 过 的 每 个 格 点 的 Api 亦 将 连续 地 改变 ， 其 总 和 
> Aywi 也 会 产生 连续 变化 , 不 可 能 出 现 跳跃 式 突变 . 另 一 方面 》`Awi 是 表示 了 同 
一 格 点 上 的 自 旋 在 绕 行 一 周 后 方位 角 的 改变 , 这 种 改变 只 能 是 0 或 2rd, 不 会 出 现 
连续 变化 , 这 两 个 不 同 的 要 求 使 5 区 4 只 能 为 零 , 而 不 可 能 是 2x 的 整数 倍 , 这 
就 证 明了 拓扑 荷 的 不 变性 ， 

由 方程 (7.3.11), 系统 的 哈密 顿 量 写 成 


1 
H-E=57 D (pi p73) (7.4.3) 
(7) 


Eo 为 基 能 态 量 . 为 了 方便 , 近似 地 将 自 旋 方位 角 分 布 {pi} 看 成 为 一 个 连续 的 标量 
场 p("),p(") 是 格 点 位 置 矢量 ” 的 函数 . 相 邻 两 格 点 的 角度 差 即 标量 场 的 差分 可 用 
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gp(7) 的 梯度 Vp(7) 来 表示 , (7.4.3) 我 中 求 和 号 换 成 积分 , 写成 
H-Eo=J / dr[Ve(r) (7.4.4) 


与 流体 力学 对 比 , 可 将 Ye(r) 看 成 为 速度 势 为 p(7) 的 速度 场 , 将 此 速度 场 分 为 非 
旋 场 及 无 源 场 两 部 分 , 即 


Vo(7) = V(r) + VP(7), (7.4.5) 
-其 中 Vw(") 为 非 旋 场 , VP(") 为 无 源 场 . 由 非 旋 场 的 定义 有 
£ vw(r) dl =0, 
冰 2 


将 其 写成 分 立 格 点 形式 , 有 


> Aw(r)=0， (7.4.6) 
说 明 y(r) 所 对 应 的 是 非 拓扑 性 元 激发 , 也 就 是 铁 磁体 中 的 自 旋 波 . 对 无 源 场 , 令 
V(r) = VE(7), (7.4.7) 
在 边界 上 满足 
V.n=0, (7.4.8a) 
n 是 边界 上 法 向 的 单位 矢量 , 且 有 
V.V=0， (7.4.8b) 


VY(r) 是 与 5(r) 相对 应 的 速度 场 , 让 其 旋 度 为 
VxV = 2rp(7)e;, (7.4.8c) 


ez 是 垂直 于 XY 平面 上 单位 矢量 , 于 是 


fora=$va 


Sl xV:ds= /i = 2nwL, (7.4.9) 


其 中 ， 
wr 一 Ws (7.4.10) 
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将 (7.4.9) 式 写成 分 立 格 点 形式 为 
APBi = 2nwL,. (7.4.11) 


M4 


7) 正 是 对 应 着 拓扑 性 元 激发 即 涡 旋 , 且 wr = 4 
式 可 看 出 , p(7) 是 回路 工 所 包围 区 域 中 拓扑 的 


比较 (7.4.11) 与 (7.4.12) 式 可 知 ， 
为 涡 旋 的 拓扑 荷 . 进一步 由 (7.4.1 
面 密 度 . 

将 (7.4.5) 式 代入 (7.4.4) 式 , 考虑 到 (7.4.6) 式 得 


H-Eo=7) UAV + ,Ar)). (7.4.12) 


三 入 = 


(7.4.12) 式 说 明 , 系统 的 激发 态 是 由 非 拓扑 性 及 拓扑 性 两 种 元 激发 所 组 成 (7.4.12) 
式 中 交叉 项 为 零 , 说 明 两 类 元 激发 之 间 没 有 相互 作用 . 当然 这 只 在 低能 激发 态 的 条 
件 下 才 成 立 , 其 原因 在 于 将 哈密 顿 量 写 成 (7.4.3) 式 的 形式 , 只 在 低能 激发 态 的 条 件 
下 才 成 立 . 

下 面 我 们 进一步 讨论 在 拓扑 性 元 激发 之 间 的 相互 作用 . 为 了 方便 , 下 面 讨论 中 
略 去 非 拓扑 性 元 激发 部 分 , (7.4.12) 式 简 写成 


H- Eo=75Apr) = / V2dr. (7.4.13) 


1. 静电 模拟 


首先 考察 一 个 由 带电 粒子 构成 的 二 维系 统 中 , 粒子 间 的 静电 相互 作用 问题 . 设 
体系 的 电场 为 , 互 满足 的 静电 场 方程 为 


VxE=0, (7.4.14) 
VE= 4drp(r), (7.4.15) 
Exn=0. (7.4.16) 
其 中 nn 为 边界 上 法 向 的 单位 矢量 . 为 了 保证 体系 的 总 能 量 为 有 限 , 整个 体系 是 电 中 
由 体系 的 电场 可 得 静电 能 为 
入 = 了 / 六 E?(r)ds. (7.4.17) 
s 


另 一 方面 静电 能 也 可 以 看 成 是 电荷 间 的 相互 作用 能 , 用 电荷 分 布 来 表示 , 将 (7.4.17) 
改写 成 用 电荷 分 布 表 示 形 式 . 由 (7.4.14) 式 可 令 与 电场 百 对 应 的 电势 为 5, 即 


五 = -V9. (7.4.18) 
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(7.4.17) 式 成 为 


. a 


a 1 PE.dl+ 3/ / GY Eds. (7.4.19) 


对 电 中 性 体系 , 当 系统 趋 于 无 限 大 时 |E| ~ 二 ,5 ~ 二 故 (7.4.19) 式 第 一 个 积分 趋 
零 ,只 剩 第 二 项 . 让 体系 中 带电 粒子 的 位 置 矢量 为 71, 电荷 为 名, 则 体系 的 面 电荷 

密度 可 表示 成 
Br) = 5 dsr 下 (7.4.20) 


k 


将 (7.4.20) 式 代入 (7.4.19) 式 , 有 
六 = 了 站 | Gdnp(r)ds = wap (7.4.21) 


由 (7.4.18) 及 (7.4.15) 得 到 5(ri) 满足 的 方程 为 
V25(r) = -4np(r) = -dr 》 6(r — ri). (7.4.22) 
于 


这 是 二 维 泊 松 方程 , 由 格林 函数 得 其 解 为 
= > weG(rroh， (7.4.23) 
区 
其 中 ， 
G(rrr) = -2inllr — rzl/ol +C. (7.4.24) 
C 为 积分 常数 , a 是 7 到 rw 的 距离 . 将 (7.4.23) 式 、(7.4.24) 式 代入 (7.4.21) 式 有 
H=n] DG, Gro rr) 
yr 
= 一 2rJ Dd TL (es BL (7.4.25) 
Br Br 
由 于 整个 系统 是 处 于 电 中 性 的 , 故 有 
Da =0. 
[4 
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将 此 式 两 边 平方 , 易 得 


Dd = 
E 
方程 (7.4.25) 可 写成 
= -2rJ》 gb kr 二 rz| _ ony 六 于. (7.4.26) 
[Rd 1 
成 


方程 (7.4.26) 给 出 了 二 维 带电 粒子 系统 的 静电 相互 作用 能 . 这 一 系统 与 我 们 研究 的 
拓扑 性 元 激发 组 成 的 体系 有 直接 的 对 应 关系 . 
让 拓扑 性 元 激发 体系 的 速度 场 V 与 静电 场 妃 之 间 建 立 起 下 述 联系 ， 
五 = -2e: xV(r) (7.4.27a) 


ex 是 垂直 于 X-Y 平面 方向 的 单位 矢 基 . 于 是 V 所 满足 的 方程 (7.4.8), (7.4.8') 及 
(7.4.8”) 导致 妃 所 满足 的 方程 (7.4.14), (7.4.15) 及 (7.4.16), 且 拓 扑 荷 面 密度 的 表示 
式 可 以 写成 


P(r) = Yad(r — ri). (7.4.27b) 
tl 


与 电荷 面 密度 的 表示 式 (7.4.20) 形式 上 完全 相同 . 因此 由 静电 场 方程 导出 的 点 电荷 
间 的 相互 作用 对 应 到 铁 磁体 中 就 是 拓扑 性 元 激发 之 间 的 相互 作用 . 为 了 决定 (7.4.26) 
式 中 积分 常数 C, 考虑 由 单位 正 电荷 及 单位 负电 荷 组 成 的 体系 , 两 电荷 间 相 距 a, 由 
(7.4.26) 式 可 得 

Ho = —2Cny. (7.4.28) 
另 一 方面 , 我 们 考虑 由 拓扑 荷 为 +1 及 -1 的 两 个 元 激发 组 成 的 体系 , 系统 的 唱 格 党 
数 为 a, 这 两 个 拓扑 性 元 激发 的 最 小 距离 就 是 a. 这 样 一 个 体系 的 能 量 , 由 哈密 顿 二 
(7.4.3) 式 容易 算得 


Ho = 2n2. (7.4.29) 
比较 (7.4.28) 与 (7.4.29) 式 有 
C=—x,. (7.4.30) 
于 是 拓扑 性 元 激发 之 间 的 相互 作用 能 为 
H= 3 Vm) + Db, (Iri—rv| > a) (7.4.31) 


LB 
1 
其 中 ， 


| 一 rz 
nt 


U(rw rr) = —4nJgigr ln (7.4.32) 
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B= (7.4.33) 


U(rwrv) 是 位 于 m 及 rw 的 两 个 元 激发 之 间 的 相互 作用 能 , 4 为 拓扑 性 元 激发 的 自 
能 . 晶 格 常数 为 a, 故 有 条 件 |r: 一 rz| > a. 


2. K-T 相 变 的 临界 温度 


通过 以 上 分 析 可 看 出 , 拓扑 元 激发 间 相 互 作用 与 静电 相互 作用 类 似 , 是 一 种 长 
程 力 , 且 其 相互 作用 能 随 距离 增 大 而 单调 增加 . Kosterlitz 和 Thouless 理论 "3 揭示 
了 这 种 体系 的 特点 . 低温 下 带 有 正 、 负 拓扑 荷 的 元 激发 互相 吸引 , 形成 束缚 态 , 类 似 
于 偶 极 矩形 式 , 整个 体系 的 拓扑 荷 是 中 性 的 , 所 有 的 元 激发 都 以 配对 形式 存在 . 当 温 
度 升 高 , 超过 某 临 界 温度 时 , 热 运动 破坏 了 束缚 态 , 形成 独立 运动 的 单个 元 激发 . 体 
系 的 一 些 物理 性 质 如 相关 函数 , 在 临界 温度 两 边 出 现 突变 , 磁化 率 发 散 等 . 表现 出 相 
变 的 特性 , 这 种 相 变 就 是 K-T 相 变 . 

下 面 我 们 讨论 一 个 简单 的 情况 , 即 只 考虑 一 对 具有 异 号 拓扑 荷 的 元 激发 . 设 两 
元 激发 之 间 的 距离 为 7, 拓扑 荷 ol = -@ = 4 由 (7.4.31) 式 系统 哈密 顿 量 可 以 简 
化 成 


H= dg JInT 十 21002 (7.4.34) 


由 于 讨论 的 是 经 典 磁 系 统 , 可 用 玻 尔 兹 曼 统计 计算 出 两 元 激发 之 间距 离 的 平方 
平均 值 , 为 
r2e-PH2nrdr 
(2) = :aa 一 一， (7.4.35) 


55 
/ ePH2nrdr 
a 


将 (7.4.34) 式 代 入 (7.4.35) 式 , 不 难得 到 


KB 了 ng] 
2 CIE 下 过 
9 (mm) < 


7.4. 
ng (ae) 


0)= 


oo9， 了 > 


这 结果 说 明 , 当 体 系 温度 了 < nq?J/ks = To 时 侦 极 子 的 距离 为 有 限 , 系统 处 在 束 
缚 态 , 而 当代 > Te 时 ，(r2?) 一 oo, 拓扑 元 激发 构成 的 偶 极 子 被 拆散 , 成 为 单个 的 运 
动 . 温度 To 就 是 K-T 相 变 的 临界 温度 

显然 , 我 们 这 里 只 考虑 了 一 个 偶 极 子 的 体系 , 但 实际 系统 中 必然 会 存在 大 量 的 
偶 极 子 , 因此 必须 考虑 偶 极 子 之 间 的 相互 作用 . 有 关 这 方面 的 理论 可 参看 K-T 原来 
的 文章 " 引 . 所 得 结论 与 这 里 的 结果 一 致 , 由 (7.4.36) 式 给 出 的 临界 温度 To 可 作为 
K-T 理论 的 零 级 近似 . 
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3, 拓扑 长 程序 

由 7.3 节 看 到 ,具有 连续 对 称 的 二 维系 统 没有 长 程序 , 只 有 准 长 程序 , 换言之 , 其 
序 参量 为 零 . 但 对 这 样 的 体系 依然 存在 相 变 , 即 K-T 相 变 . 因此 为 了 描述 这 类 相 变 ， 
不 能 只 考虑 两 点 相关 函数 , 必须 考虑 系统 的 拓扑 性 质 , 为 此 Kosterlitz 和 Thouless 
引进 了 拓扑 长 程序 的 概念 . 

所 谓 拓扑 长 程序 就 是 描写 系统 拓扑 性 质 的 序 , 在 低温 相 拓扑 元 激发 是 配对 的 ， 
形成 束缚 态 ; 而 在 高 温 相 存在 单个 拓扑 元 激发 , 这 种 拓扑 元 激发 完全 配对 的 有 序 性 
就 是 拓扑 长 程序 . 

在 系统 内 部 取 一 闭合 回路 , 绕 这 回路 一 周 , 自 旋 方 位 角 的 改变 由 (7.4.2) 式 给 
出 : 
gr = f vo d= 2m 


当 系 统 存在 拓扑 长 程序 时 , 回路 内 的 元 激发 是 配对 的 , 拓扑 荷 为 大 小 相等 、 符 号 
相反 , 故 对 自 旋 方 位 角 的 改变 没有 贡献 . 与 回路 相交 的 偶 极 子 一 个 元 激发 在 回路 内 ， 
另 一 个 在 回路 外 , 无 论 在 回路 内 或 回路 外 的 元 激发 , 其 拓扑 荷 都 可 以 是 正 或 负 , 故 对 
一 个 均匀 系统 完全 随机 分 布 的 情况 下 , 与 回路 相交 的 偶 极 子 数目 同 周 长 成 比例 , 在 
回路 内 的 元 激发 其 拓扑 荷 的 数量 应 该 是 正 负 相抵 . 但 实际 系统 中 总 是 存在 涨 落 , 造 
成 正 负 拓扑 荷 不 等 , 不 论 是 正 拓扑 荷 或 负 拓扑 荷 其 涨 落 的 平均 值 , 由 涨 落 理论 可 知 ， 
总 是 与 回路 线 度 的 平方 根 成 正比 , 即 


VIAar ~ VE, VAg- ~ VL. 
因此 自 施 方 位 角 的 改变 为 
gi ~ (VA VIAgY) ~ VE 


对 不 存在 拓扑 长 程序 的 体系 , 其 内 部 存在 不 配对 的 单独 运动 的 元 激发 , 与 上 述 
过 程 相 类 似 , 在 体系 内 部 作 一 闭合 回路 , 回路 内 将 包括 偶 极 子 及 单独 运动 的 元 激发 ， 
偶 极 子 的 正 、 负 拓扑 荷 相 等 , 整个 系统 是 拓扑 荷 中 性 的 , 且 为 均匀 的 , 因此 回路 内 包 
含 的 单独 运动 元 激发 也 必然 是 正 、 负 两 种 拓扑 荷 数量 相等 . 但 当 体 系 存在 涨 落 时 ， 
回路 内 单独 运动 元 激发 的 正 负 拓扑 荷 可 以 不 相等 . 回路 内 元 激发 数量 与 回路 所 包围 
的 面积 卫 成 正比 , 因而 涨 落 引 起 的 拓扑 荷 方 均值 与 VD, 也 就 是 系统 的 尺度 工 成 正 


比 , 即 
V(Ag+)? ~L, VvV(Ag-)?~L. 
所 以 自 施 方 位 角 的 改变 与 工 成 正比 : 
gr ~ (VAnF VA) ~L. 
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由 以 上 分 析 可 以 看 出 , 体系 是 否 存 在 拓扑 长 程序 , 将 表现 出 不 同 的 拓扑 性 质 , 这 
也 就 是 拓扑 长 程序 所 产生 的 效应 . 

需要 指出 的 是 K-T 相 变 与 第 5 章 中 所 讨论 的 相 变 不 同 . 在 产生 K-T 相 变 时 ， 
其 比 热 及 各 阶 导数 均 连 续 , 按 通常 相 变 的 定义 , K-T 相 变 是 无 穷 级 相 变 ， 说 明 K-T 
相 变 是 一 种 很 弱 的 相 变 ， 

本 节 所 讨论 的 K-T 相 变 , 是 以 二 维 X-Y 模型 为 例 , 但 这 种 相 变 也 可 发 生 在 其 
他 一 些 二 维 体系 中 , 如 : 超 流 薄膜 、 二 维 晶 格 等 . 在 超 流 洲 腊 的 流 线 中, 无 旋 流动 是 
非 拓扑 性 元 激发 , 而 有 旋 流 动 是 拓扑 性 元 激发 ; 二 维 晶 格 中 格 波 是 非 拓扑 性 元 激发 ， 
位 错 是 拓扑 性 元 激发 . 这 些 体系 都 有 一 个 共同 的 特点 , 不 仅 体系 的 空间 维 数 是 二 维 
的 , 其 内 部 自由 度 也 是 二 维 的 , 因而 也 被 称 为 双 二 维系 统 , K-T 相 变 是 双 二 维系 统 的 
特点 . 对 空间 维 数 为 二 维 、 而 内 部 自由 度 为 三 维 的 系统 , 如 海 森 伯 模型 , 已 证 明 不 存 
在 K-T 相 变 . 其 主要 原因 是 自 旋 方位 角 将 由 两 个 角度 0,” 来 决定 , 这 两 个 角度 均 有 
涨 落 , 且 互 相 影响 , 总 的 涨 落 大 于 一 个 角度 产生 的 涨 落 , 破坏 了 体系 的 准 长 程序 , 不 
会 产生 K-T 相 变 。 


7.5 分 形 维 数 

前 几 节 我 们 讨论 的 低 维 系统 其 空间 维 数 为 一 维 及 二 维 ， 在 动量 空间 重 正 化 群 
理论 中 , 用 到 s 展开 , s 是 小 其 且 es = 4 一 d. 可 以 看 出 在 这 里 空间 维 数 d 已 经 不 再 
是 整数 ,这 种 非 整数 维 数 在 数学 上 早 在 1919 年 由 数学 家 之 斯 多 夫 引 入 , 而 在 物理 
上 则 在 近 几 十 年 才 引 起 了 广泛 的 兴趣 ，1975 年 首先 由 Mandelbrotl?9] 提出 了 “分 
形 ”(fractal) 这 一 名 词 来 描述 这 类 现象 . 
1. 豪 斯 多 夫 维 数 

取 一 立方 体 , 将 其 每 边 长 度 放大 二 倍 , 放大 后 的 图 形 为 原来 的 八 部 , 可 表示 成 

23 = 8. 

一 般 地 , 对 DD 维 物 体 , 将 每 一 维 的 尺度 放大 工 倍 , 得 到 的 新 图 形体 积 为 原来 的 天 倍 . 
与 上 述 关系 相 类 似 的 有 


L:*=K, 


取 对 数 , 得 

=InK/InL. (7.5.1) 
(7.5.1) 式 可 以 看 成 是 空间 维 数 的 定义 , 这 定义 很 自然 可 被 推广 到 空间 维 数 为 非 整数 
的 情况 , 这 就 是 察 斯 多 夫 引 进 的 空间 维 数 的 概念 , 被 称 为 豪 斯 多 夫 维 数 , Mandelbrot 
将 豪 斯 多 夫 维 数 称 为 “分 维 ", 其 含意 就 是 空间 维 数 为 分 数 . 
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也 可 以 从 另 一 个 角度 来 定义 分 维 , 如 果 有 一 个 几何 对 象 , 维 数 为 D, 体积 为 V， 
用 半径 为 RR 的 小 球 去 填充 它 , 则 所 需 的 小 球 数 为 


Ne V/R?. (7.5.2) 


如 果 将 V 的 每 一 边 扩 大 工 倍 , 则 几何 对 象 的 体积 扩大 `K 倍 , 仍然 用 半径 为 R 的 小 
球 去 填充 , 所 需 的 小 球 数 N' 应 为 SR 


N' cc 二 万 (7.5.3a) 


另 一 方面 , 若 保持 所 研究 几何 对 象 的 体积 V 不 变 , 用 以 填充 的 小 球 半径 缩小 工 倍 ， 
用 缩小 后 的 小 球 去 填充 V, 所 需 的 小 球 数 亦 应 为 N', 有 
A 4 


N' cx RD = RD” (7.5.3b) 
(2) 
比较 (7.5.3a) 式 与 (7.5.3b) 式 得 
K=LD, 
取 对 数 得 i 
nL 


这 定义 与 (7.5.1) 式 的 定义 完全 一 样 . 
2. 分 维 的 例子 
有 了 分 形 维 数 的 定义 , 来 看 几 个 典型 的 例子 . 
取 一 线段 , 将 其 三 等 分 , 舍 掉 中 间 一 段 , 保留 两 边 的 两 段 , 对 剩 下 的 两 段 的 每 一 
段 作 同样 的 分 割 , 如 此 无 限 的 进行 下 去 , 最 后 剩 下 的 几何 图 形 称 为 Cantor 集合 , 这 
时 有 工 = 3,k=2, 褒 斯 多 夫 维 数 为 
ln2 


D= 3 = 0.6309… 
Wt 
上 一 HH 一 上 一 HH 一 


图 7.5.1 conter 集合 
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考虑 一 个 欧 氏 空间 为 二 维 的 例子 . 取 一 个 等 边 三 角形 , 将 其 四 等 分 , 舍 去 中 间 的 
一 个 三 角形 , 保留 其 余 三 个 三 角形 ( 见 图 7.5.2), 然后 对 剩 下 的 每 个 三 角形 作 同 样 的 
分 割 , 这 样 无 限 地 分 割 下 去 , 最 后 剩 下 的 部 分 组 成 的 图 形 称 为 谢 尔 平 斯 基 镁 垫 , 如 
果 将 其 中 一 个 边 长 为 1/2 的 三 角形 的 高 和 底 边 都 扩大 二 倍 , 则 为 原来 三 角形 的 三 倍 
(中 间 被 舍 去 的 三 角形 不 计 在 内 ), 故 有 工 = 2, KK = 3, 得 豪 斯 多 夫 维 数 为 


NS 
图 7.5.2 ” 谢 尔 平 斯 基 铁 垫 图 7.5.3 ” 谢 尔 平 斯 基 海 绵 
立方 体 在 欧 氏 空间 中 为 三 维 , 将 立方 体 的 每 个 面 等 分 成 九 块 , 会 去 处 于 每 面 中 


间 的 小 方块 以 及 立方 体 中 心 的 小 方块 , 原来 的 27 个 小 方块 剩 下 20 个 小 方块 , 对 剩 
下 的 小 方块 进行 同样 的 分 割 , 无 限 分 割 下 去 , 最 后 镜 下 的 图 形 称 谢 尔 平 斯 基 海 绵 . 其 
察 斯 多 夫 维 数 为 


InK In20 
3 Ei- ma = 2 
上 述 三 个 例子 均 属 正规 几何 图 形 , 但 分 维 体系 远 不 止 存在 于 几何 图 形 中 , 下 面 
以 布朗 运动 为 例 , 来 看 一 下 随机 过 程 中 的 分 形 维 数 . 设 布朗 粒子 在 De 维 欧 氏 空间 
中 运动 , 取 某 一 时 刻 的 位 置 为 原点 , 当 粒 子 运动 N 步 后 , 粒子 与 原点 的 距离 为 R， 


显然 


R= Dr 


i=1 


mi 为 第 i 步 运 动 的 矢量 , 由 于 (R) = 0, 用 (R?) 来 量度 粒子 运动 轨迹 的 大 小 : 
N 
(R?)= (Den + ri »). 


jl 
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由 于 布朗 运动 不 具有 记忆 性 , 每 一 步 均 为 独立 的 , 上 式 第 二 项 的 平均 值 为 
(Zr -) = > (ri)(r)= 0 


i#i i#j 
设 每 一 步 步 长 相同 , 均 为 b, 则 
(BR?) = Nb 
即 
(BR2) 
万“ 

将 上 式 与 (7.5.2) 式 相 比 , 可 得 豪 斯 多 夫 维 数 D = 2. 
3. 分 维 格 点 上 的 临界 现象 

由 以 上 例子 可 以 看 出 , 分 维系 统 都 具有 自 相似 的 特征 , 也 就 是 体系 具有 标 度 不 
变性 . 对 一 个 具有 平移 对 称 的 体系 , 只 有 当 系统 处 于 临界 点 时 才 显 示 了 标 度 不 变性 ， 
体系 的 临界 性 质 主 要 由 体系 的 整体 特性 即 维度 性 所 决定 . 而 对 一 个 分 维系 统 , 在 任 
何 温度 下 均 有 标 度 不 变性 , 可 以 预期, 其 临界 性 质 除 与 体系 的 维度 有 关外 , 还 会 与 体 
系 的 附加 几何 特性 有 关 . 对 分 维系 统 上 临界 现象 的 研究 , 将 会 有 助 于 进一步 了 解 临 
界 现象 及 标 度 不 变性 的 实质 . 也 正 因为 此 , 对 分 维系 统 临界 现象 的 研究 , 引起 了 广泛 
的 兴趣 . 另 一 方面 分 维系 统 的 标 度 不 变性 也 给 我 们 提供 了 一 个 重要 启示 : 研究 分 维 
系统 临界 现象 的 较为 合适 的 方法 是 重 正 化 群 理论 , 

以 谢 尔 平 斯 基 铁 垫 (gasket) 为 例 , 研究 其 临界 现象 ,系统 结构 如 图 7.5.4 所 示 ， 
欧 氏 空间 的 维 数 De = 2, 长 度 的 标 度 因子 为 2, 图 中 画 出 了 这 一 结构 的 前 两 步 , 谢 
尔 平 斯 基 铁 垫 的 两 个 主要 特征 是 豪 斯 多 夫 维 数 D = 1.6 及 最 大 分 支 数 Rnax = 4. 
这 两 个 特征 决定 了 系统 的 普 适 类 , 

我 们 所 讨论 的 模型 是 在 谢 尔 平 斯 基 铂 垫 (简称 SG) 的 每 一 个 项 点 上 有 一 个 自 
旋 si = 十 l, 自 旋 之 间 有 近邻 相互 作用 , 可 以 写 出 体系 的 哈密 巾 革 为 


H[s] = Ki 》 sis; + BM[s] + Ka Mals], (7.4.4) 
(7) 
其 中 ， 
M[s] = > si (7.4.5) 
Msls] = Dsisjsk. (7.4.6) 


ijk 
忆 为 外 磁场 , K 为 耦合 常数 , 因子 -8 被 吸收 到 耦合 常数 中 , 故 Ki > 0 为 铁 磁体 ， 
K1 < 0 为 反 铁 磁 体 . 我 们 只 讨论 Ki > 0 的 情况 . Kz 起 了 与 外 磁场 B 相似 的 作用 . 
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可 将 哈密 顿 量 分 成 两 部 分 
Hl[s] = Hels] + Hols], (7.4.7) 


Ho[s] 与 Hols] 分 别 表示 当 自 旋 反 号 时 , 瓦 为 偶 的 或 奇 的 部 分 . 显然 , 哈密 顿 量 五 在 
变换 (Ki,B,K2) 一 (Ki, 一 B, 一 K2) 及 s 一 一 s 下 为 不 变 的 . 
》_ 指 近 邻 对 求 和 , 但 不 包括 两 格 点 间 没 有 键 连接 的 近邻 对 , 如 图 7.5.4 中 的 
人 7) 
(o 6), (b,6) 等 . 三 自 旋 求 和 项 只 包括 向 上 的 且 每 个 格 点 间 均 有 键 相连 的 三 角形 , 如 
(1,4,5)、(2,4,6)… 等 ; 而 不 包括 (4.5.6) 等 向 下 的 三 角形 , 以 及 没有 全 部 被 连接 的 三 
角形 , 如 (2, 6, a) 及 (a, 6, b) 等 . 


图 7.5.4 。 谢 尔 平 斯 基 键 执 的 结构 格 点 1,2, 3 构成 的 三 角形 为 作 RG 变换 的 元 胞 
这 是 体系 的 完整 的 哈密 顿 量 , 为 简单 起 见 只 考虑 没有 外 场 的 情况 , 即 B = Ka = 
0. 哈密 顿 量 被 简化 为 
H[s] = Ki sis; (7.4.8) 
(57) 
用 第 5 章 讲述 的 实 空间 重 正 化 群 方法 , 可 得 到 重 正 化 参数 K' 与 K 之 间 的 RG 变 
换 递 推 关系 "19， 
4 EK 一 etK 十 和 
+ 
系统 的 不 动 点 是 K”= 0,co， 其 中 K* = 0 对 应 于 T = co, 是 稳定 不 动 点 , 而 
K* = oo 对 应 于 了 = 0 为 不 稳定 不 动 点 . 说 明 系 统 不 存在 有 限 温 度 的 相 变 , 这 是 由 
SG 结构 的 几何 特征 所 决定 的 . 如 果 对 系统 的 结构 作 些 小 的 改变 , 就 会 得 到 有 限 温 度 
相 变 . 这 也 说 明了 对 fractal 系统 , 其 普 适 类 不 仅 与 空间 维 数 有 关 , 也 与 体系 的 几何 
结构 有 关 . 
我 们 可 以 在 了 = 0 附近 讨论 系统 的 临界 性 质 . 令 t= e-4K，(7.5.9) 式 成 为 


(7.4.9) 


t=t+4t? +0(t3). 


线性 化 RG 变换 , 得 标 度 参数 : 
p=0. 
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由 此 可 得 临界 指数 a = 一 00,v = oo. 
在 外 场 不 为 零 的 情况 下 , B 关 0,K2 关 0. 可 选择 图 7.5.4 中 上 部 的 三 角形 为 一 
个 元 胞 , 元 胞 内 的 哈密 顿 量 为 


Hi'ls]= Kilsi(s4 十 s5) 十 sz2(s4 十 s6) 十 (ss 十 s4)(s5 十 s6) + s5se] 
B 
十 豆 (s1 十 82 十 53) 十 万 (s4 十 55 十 56) 


+K2(s18485 + $28486 十 535586). 


其 中 第 二 项 B/2 中 分 母 2 的 出 现 是 由 于 s1, s2, ss 三 个 格 点 将 分 属于 两 个 不 同 元 胞 , 
故 每 个 元 胞 中 包含 有 9/2 个 格 点 . 元 胞 之 间 的 相互 作用 只 出 现在 si, s2, ss 三 个 格 
点 上 . 如 果 在 重 正 化 过 程 中 , 忽略 元 胞 间 的 相互 作用 , 可 以 预料 , 将 得 到 临界 温度 为 
了 = 0, 若 计 及 元 胞 间 的 相互 作用 , 重 正 化 过 程 会 导致 新 的 耦合 常数 及 高 级 相互 作用 
项 的 出 现 , 最 终 可 能 导致 有 限 温度 相 变 . 

分 形 维 数 不 仅 出 现在 平衡 相 变 的 临界 现象 的 研究 中 , 也 被 推广 到 一 些 远离 平衡 
的 不 可 道生 长 过 程 中 , 如 金属 的 电解 沉积 过 程 , 烟灰 、 胶 体 及 肿瘤 等 实际 生长 过 程 ， 
关于 这 些 问题 的 讨论 已 超过 本 书 的 范围 , 不 加 详 述 , 总 之 , 关于 分 维系 统 的 研究 , 目 
前 正在 发 展 , 很 多 问题 尚未 解决 , 有 待 于 进一步 的 发 展 和 开拓 ， 

作为 本 章 的 结束 语 , 需 说 明 的 是 , 低 维系 统 不 同 于 三 维系 统 的 物理 特性 , 远 不 只 
这 里 所 介绍 的 这 些 内 容 , 本 书 只 选择 与 我 们 课程 直接 有 关 的 部 分 作 了 简单 讨论 . 其 
他 还 有 很 多 内 容 , 像 基 子 霍 尔 效应 , 非 线性 元 激发 等 , 都 是 十 分 令 人 感 兴趣 的 问题 ， 
这 些 问题 将 在 其 他 有 关 课 程 中 讨论 . 
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